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Tyon aiheena on hyperelliptisen satunnaisjakauman algoritmin kehittdminen. Tavoitteena on
luoda algoritmi, jolla voidaan mallintaa ja tutkia hyperelliptisen satunnaisjakauman joukkoa. Al-
goritmille asetetaan parametrina todennakoisyysarvo, jota sddtamalla populaatio suppenee tai
harvenee jakaumalla hyperelliptiselld alueella. Algoritmin tulee toimia kdytanndllisella laitteis-
tolla. Tydssa perehdytddn moniulotteisiin malleihin, ja tutkimuksessa kdytetdan suunnittelutie-
teellistd menetelmas, jossa keskeisena tavoitteena on kdytanndllisen ratkaisun kehittaminen ja
arviointi. Kehitetyn algoritmin on tarkoitus olla monikayttdinen, jotta sitad voidaan soveltaa eri-
laisiin tilanteisiin muokkaamalla esimerkiksi alkutietoja tai muita ohjelman osia sopimaan tiet-
tyyn kayttotarkoitukseen.

Tutkimuksen teoriaosuus kattaa ellipsien, hyperellipsien, ellipsoidien seka hyperellipsoidien
maaritelmat ja ominaisuudet. Lisaksi teoriaosuudessa kasitelldan euklidista geometriaa ja eukli-
dista etdisyyttd, jotka ovat keskeinen osa algoritmin toteutusta. Suunnittelutieteellisen tutki-
musmenetelman teorian avulla luodaan suunnitelma tutkimuksen etenemiselle.

Teorian pohjalta luodaan pseudokielelld algoritmista ohjelma, joka mallinnetaan mallinnusoh-
jelmalla. Mallinnusohjelma valitaan sen perusteella, ettd mallinnusohjelmassa algoritmi toimii
vaivattomasti, ja silld onnistuu myos tulosten talteenottaminen ja datan muokkaaminen. Tydssa
kdytetddan MATLAB-ohjelmistoa mallintamaan ja luomaan algoritmi. MATLAB-ohjelmistolla luo-
daan ja suoritetaan algoritmin perusteella ohjelma kayttden MATLAB-ohjelman omaa ohjel-
mointikieltd. Tulosten saaminen visuaaliseen muotoon analysoitavaksi onnistuu kdyttaen MAT-
LAB-ohjelmistoa, ja tulokset pystytdan viemaan ulkoiseen tiedostomuotoon.

Tulosten analysoinnissa keskitytaadn erityisesti siihen, miten populaation kehitys vastaa ennalta
asetettuja oletuksia. Oletusarvot ovat, etta populaatio suppenee, harvenee tai pysyy vakaana
riippuen maaritellysta todennakdisyysparametrista. TyOdssa todetaan, ettd algoritmi tuottaa
odotusten mukaisia tuloksia ja mahdollistaa satunnaisjoukon visuaalisen tarkastelun.

Algoritmia voidaan kayttaa tutkittaessa hyperelliptistd satunnaisjakaumaa, ja MATLAB sopii tu-
losten tuottamiseen kaytanndssa. Tyon tulokset vahvistavat algoritmin toimivuuden ja mahdol-
lisuudet eri sovellusalueilla. Tulokset tdsmaadvat ennakoituja olettamuksia satunnaisjoukolle, eli
populaatio suppenee, harvenee tai pysyy samana, riippuen annetusta todennakoisyysparamet-
rista. Algoritmia voidaan kehittda eteenpain luomaan yha moniulotteisempia malleja. Koska ke-
hitelty algoritmi on yleisluontoinen, sitd on mahdollista hyédyntaa erilaisissa kayttotarkoituk-
sissa. Diplomityossa kdytetddan MATLAB-ohjelmistoa, mutta samaan tarkoitukseen voi loytya toi-
nen tehokkaampi ohjelmisto.
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1 Johdanto

Mallinnuksen avulla testataan abstraktejakin ideoita ja hypoteeseja, seka kokeillaan uu-
sia menetelmia vahaisin kustannuksin. Mallinnuksella myds todetaan jo ennen projektin
aloittamista sen mahdollisuuksia tai tarvittavia rajauksia. Erityisesti séhkoiset mallinnus-
keinot pystyvat kasittelemaan kerralla suuria datamaaria ja niihin kohdistuvia toimintoja.
Ajatuksellinen ymmarrys hahmottaa konseptuaalisen mallin, kun se tuodaan konkreetti-

sempaan muotoon.

Bork & Smajevic (2021, s. 610) toteavat mallinnuksen hyddyntamisen tarjoavan merkit-
tavia etuja tietojarjestelmien kehityksessa, kuten moniulotteisten kokonaisuuksien hal-
linnassa ja analysoinnissa. Myds analysointivaihe on automatisoitavissa. Tehokas datan-
kasittely pienentaa tarvittavan ajan maaraa ja virheita, ja analyysien avulla voidaan sel-

vittaa tietoa mallin laadusta ja parannuskohteista.

Mallinnuksen avulla luodaan yksilollistettava malli, jota voidaan muokata omiin tarpei-
siin. Gogollan ja muiden (2021, s. 244) mukaan mallinnuksen joustavuus sallii mallinnus-
tyokaluille saatelyvaraa, mika helpottaa prototyyppien ja mallien kehittamista varhai-
sessa vaiheessa. Lisdksi tama tukee lahestymistapaa tilanteissa, joissa jarjestelman vaa-
timukset ovat epaselvia, kehittyvat ajan myo6ta, tai vaativat jossain maarin intuitiivista
lahestymista ongelman darelle. Mallinnusmenetelman joustavuus lisda luovuutta ratkai-
sun kehittdmisessa tinkimatta verifioinnin ja validoinnin hyodyista (Gogolla ja muut,

2021, s. 244).

Diplomityon aiheena on kehittaa algoritmi hyperelliptiselle satunnaismuuttujista koos-
tuvalle jakaumalle. Jakaumalle muodostetaan satunnainen populaatio. Luodusta jou-
kosta valitaan kolme pistettd, ja ellipsoidin maaritelmaan perustuen maaritelldan ja
muodostetaan pisteiden perusteella jakaumalle ellipsoidi. Kolmantena valittu piste kor-
vataan satunnaisella uudella luodulla pisteelld. Todenndkoisyys T kuvaa, milld todenna-
koisyydella korvattavat pisteet ovat mallinnetun ellipsoidin sisdpuolella. Tuloksista selvi-

tetdaan, suppeneeko vai laajeneeko joukko jakaumalla, sijaitsevatko pisteet



hyperelliptisen muodon sisa- vai ulkopuolella. Vertaamalla tuloksia ja alussa annettua

todennakoisyytta arvioidaan lopuksi, toimiiko algoritmi sille tarkoitetulla tavalla.

Tutkimusmenetelmana kaytetaan suunnittelutieteellista menetelmaa I6ytamaan sopivin
ratkaisu tutkimuskysymyksen asettamiin ongelmiin. Tutkimuskysymyksena on, millainen
on algoritmi, jolla luodaan hyperelliptisessa muodossa oleva satunnaismuuttujien ja-
kauma. Onko se mahdollinen, ja pystyyko sellaisen kehittamaan rajatuilla resursseilla.
Liikaa aikaa vieva ohjelma ei ole kaytanndllinen, eikd ohjelma, joka vaatii valtavan pro-
sessitehon toimiakseen. Tavoitteena ja hypoteesina on, etta tallainen ratkaisu [6ytyy ja

se pystytdan toteuttamaan. Tutkimuksessa perehdytdan kolmiulotteisiin ellipseihin.

Diplomityon kappaleet 2 ja 3 kasittelevat teoriaa tutkimuskysymyksen taustalla ja alku-
asetelmaa, kuten elliptinen muoto ja satunnaisjakauma. Kaytantokappaleissa 4, 5 ja 6
esitelldadn algoritmia tarkemmin, koeasetelma seka tulokset. Johtopaatokset ovat koot-

tuna kappaleessa 7.



2 Teoriaa ellipsit, ellipsoidit, hyperellipsoidit

Ellipsit, ellipsoidit ja hyperellipsoidit ovat samankaltaisia muotoja, mutta eriulotteisia.
Ellipsi on kaksiulotteinen, ellipsoidi on kolmiulotteinen, ja hyperellipsoidi on n-ulotteinen.
Eli ellipsi voidaan piirtda tasona paperille, soikionmuotoisena kehana. Ellipsoidi on 3D-
versio tasta, jolloin muoto laajennetaan katsojaa kohti. Hyperellipsoidi on ellipsoidin eri-
koistapaus, jonka ulotteisuus vaihtelee. Toisin sanoen, ellipsoidi on hyperellipsoidin ta-
san kolmiulotteinen tapaus. Naille kaikille kappaleille on yhtenaisia asetettuja maaritel-

mia ja saantoja.

2.1 Euklidinen geometria ja etdisyydet

Euklidinen geometria ja sen johdannaiskasitteet ovat saaneet nimensa antiikinkreikka-
laisen matemaatikon, Eukleides Aleksandrialaisen, mukaan. Eukleides Aleksandrialaisen
oppia esitellaan Boyerin teoksessa Tieteiden kuningatar — Matematiikan historia, osa |
(1994) seitsemannessa luvussa. Eukleides on kirjoittanut matematiikkaa ja geometriaa
kasittelevan Elementa-kirjan. Elementa sisaltaa viisi postulaattia ja viisi aksioomaa, jotka
ovat loogisesti paateltyja oletuksia kappaleista. Oletukset liittyvat muun muassa kulmiin,
suuruusvertailuihin, pisteisiin ja janoihin. Naiden lisdksi Boyer kertoo Eukleideen pereh-
tyneen geometrian ja algebran lisdksi muihin matemaattisiin lainalaisuuksiin, mutta

kaikki kirjoitukset eivat ole sailyneet nykypaivaan.

Alestalo (2019, kalvo 3) kuvailee euklidista avaruutta n-vektoriavaruudeksi, jossa voidaan
yleistda R"-joukolle etdisyyksien tavanomaisia kasitteitda. Hoffman (2013, s. x, 16) toteaa
saman, ja lisaksi sen, ettd R"-joukon pisteita voidaan myds kutsua vektoreiksi. Molemmat
Alestalo ja Hoffman esittelevét teksteissdan euklidiseen avaruuteen liittyvia aksioomia,
joiden avulla voidaan maaritella vektoreille laskusaantoja. Naiden avulla paastaan pe-

rehtymaan tarkemmin euklidisiin etdisyyksiin.
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Euklidinen etdisyys on euklidisessa avaruudessa olevan kahden pisteen vadlisen matkan
pituus. Etdisyydelle lasketaan itsendisarvo, jolloin etdisyyden arvoksi tulee nolla tai posi-
tiivinen luku (Smith, 2013, s. 8). Etdisyys voidaan laskea yhden tai useamman ulottuvuu-
den pisteille. Yhden ulottuvuuden euklidinen etadisyys on jana kahden pisteen valilla kaa-

van 1 mukaisesti (Smith, 2013, s. 8).
d=]x;—x (1)

Kahden ulottuvuuden euklidinen etdisyyden laskeminen kahden pisteen valilla nojaa pyt-

hagoraan lauseeseen
a’ + b? = c2. (2)

Lausetta muunnetaan niin, etta selvitetdan hypotenuusan pituus (Peda.net, n.d.), jolloin

lause tulee muotoon

c =+Vva?+ b2 (3)

Kun yhtaloon korvataan vastaavat etdisyydet kaksiulotteisessa avaruudessa, euklidisen

etdisyyden lauseke kaksiulotteisessa avaruudessa on

d(x,y) = /x* +y? (4)

ja sama kateettien pituudet tarkennettuna

d(x,y) =/ (x2 — x1)% + (2 — ¥1)?. (5)
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Y Object 2:
(X, Y))
Y.-Y,
Object 1: XY
(X, Y)
X

Kuva 1. Esimerkki euklidisesta etdisyydesta. (Park & Lee, 2011, Figure 1)

Kuvassa 1 on esimerkki euklidisesta etdisyydesta kaksiulotteisessa avaruudessa. Object
1 ja Object 2 ovat pisteet euklidisessa avaruudessa, ja kiintea suora naiden pisteiden va-
lilld on hahmotellun kolmion hypotenuusa eli kahden valitun pisteen euklidinen etaisyys.
Kuvan 1 esimerkki on XY-koordinaatistossa. Vastaavasti kolmiulotteisessa avaruudessa,
kahden pisteen euklidinen etadisyys voidaan esittaa XYZ-koordinaatistossa, ja samalla lo-
giikalla yhd moniulotteisimmille avaruudellisille pisteiden etdisyyksille karteesisessa

muodossa.

Kolmiulotteisille ja suuremmille ulottuvuuksille euklidisen etdisyyden kaava voidaan esit-

td3 muodossa

d(x,y) = /X, (xi — y1)? (6)

(Krishnan ja muut, 2011, s. 423) (Laksito ja muut, 2022, s. 387). n on ulottuvuuksien
maara. McMeekinin ja muiden (2014, s. 964) mukaan euklidinen etaisyys voi olla muihin

menetelmiin, kuten city blockin tai chessboardin etdisyyteen, verrattuna tyolaampi
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laskea. Kuitenkin euklidisen etdisyyden lause antaa lyhyimman ja tasmallisimman etai-

syyden kahden pisteen vilille.

Epdeuklidinen avaruus ei kaikissa tapauksissa noudata samoja matemaattisia sdaantoja
kuin euklidisen avaruuden sdaannot. Euklidinen geometria on epdeuklidiseen verrattuna
yksinkertaisempaa ja suoraviivaisempaa. Epdeuklidinen geometria ottaa huomioon
muun muassa erilaiset kdyrat ja niiden ominaisuudet. Epaeuklidisessa avaruudessa ja sii-
hen liittyvissa laskutoimituksissa esiintyy enemman epavarmuutta ja estimointia. (Lu ja

muut, 2012, s. 1-4)

Elliptinen geometria kuuluu epdeuklidisten geometrioiden lajeihin, mutta euklidisen
geometrian menetelmia voidaan hyodyntaa elliptisessa geometriassa (Voronova & Tsa-
rena, 2022, s. 493). Elliptiseen geometriaan kuuluvat ellipsit ja ellipsoidit. Voronkova &
Tsarena (2022, s. 493) esittavat tutkimuksessaan, ettd esimerkiksi datan klusteroinnissa
ja luokittelussa kaytetddan epdeuklidisen avaruuden kappaleille euklidisen avaruuden
menetelmia onnistuneesti, silld epdeuklidisen avaruuden matemaattisille menetelmille
ei ole aina tasmallisia ratkaisuja. Euklidista etdisyytta kaytetdaan pisteiden lyhimman va-

limatkan [6ytamiseksi ja mittaamiseksi.

Vasile-George (2014, s. 778) toteaa, ettd euklidinen etaisyys sopii hyperellipsoidin luo-
miseen, kunhan pisteiden ryhmittymia on enintdaan yksi. Taman tyon tavoitteena ei ole
luoda hyperellipsoidia koko ryhmittyman perusteella, eika ole tarvetta monelle klusterin
jaottelulle, vaan luoda hyperellipsoidi ja tarkastella pistejoukkoa sen perusteella. Eli

maaritelma on tavoitteen mukainen.

Elliptinen geometria ja elliptiset kdyrat ovat keskeisia useissa tietotekniikan ja matema-
tiikan sovelluksissa ja visualisoinneissa, kuten kryptografiassa ja tietojarjestelmien ana-
lyyseissa (Pote ja muut, 2016, s. 1890) (Starodubov ja muut, 2023, s. 802). Vaikka ellipti-
set kdyrat pohjautuvat epadeuklidiseen geometriaan, niiden soveltaminen voidaan mo-

nissa tapauksissa yksinkertaistaa kdyttamalla euklidista geometriaa.



2.2 Ellipsit

Ellipsin piirtamiseksi on perinteinen menetelma, jossa kaytetaan kahta naulaa, lankaa ja
kynda. Langan paat kiinnitetaan kahteen naulaan, ja kynalla piirretdan keha lanka janni-

tettyna sen rajaamalta alueelta. Alla kuvassa 2 esimerkki.

P(x,y)

ae F,

Kuva 2. Ellipsin muodostaminen ja piirtdminen (Tatum, n.d.).

Kuvassa 2 F1 ja F2 kuvastavat ellipsin polttopisteitd eli esimerkin nauloja, ja P(x, y) pistetta
ellipsin kehalla. Polttopisteet sijaitsevat yhta kaukana keskipisteesta. Etdisyys polttopis-
teistd kehalla sijaitsevaan pisteeseen on vakio, eli piirtdmisesimerkin lanka. Polttopis-
teistd kehan pisteeseen etaisyyksien summa pysyy aina samana. Etdisyys voidaan selvit-
taa euklidisen etdisyyden maaritelman avulla, ja yhtdlostd saadaan myos ellipsin yhtalo.

(Tatum, n.d.)

Ellipsin piirtdminen onnistuu, vaikka kaikkia lahtotietoja ei olisi valmiiksi annettu, vaan
ne on mahdollista paatellda muista tiedoista. Ellipsin piirtamiselle on olemassa muitakin

menetelmid, mutta naruesimerkki on yksi perinteisimmista.
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2.2.1 Ellipsin maaritelma

Kaavassa 7 on kaksiulotteisen ellipsin maaritelma.

E) +@) =1 )

Ylldolevassa yhtdlossa a ja b tarkoittavat ellipsin puolipituusakseleita, a x-akselilla ja b y-
akselilla, ja lisdaksi a kuvaa suurempaa ja b pienempaa ellipsin puolipituusakselia. Ellipsin
eksentrisyydella tarkoitetaan, kuinka lahella tai kaukana polttopisteet ovat ellipsin keski-

pistetta. (Kiveld, n.d.)

Kun kaksi pistetta on annettu, niista voidaan laskea pisteiden keskipiste. Kahden pisteen
ja keskipisteen perusteella yhdistden euklidisen etdisyyden ominaisuuksiin voidaan las-

kea suuri ja pieni puolipituusakseli.

2.2.2 Piste ellipsin sisdpuolella

Piste on ellipsin kehalla tai sen sisdapuolella, kun
PF, + PF, < 2a, (8)

jossa P on piste, F on polttopiste ja a on suurempi pituusakseli. Eli jos pisteen etdisyyksien
summat ellipsin polttopisteisiin on yhta suuri tai pienempi kuin suuri pituusakseli, piste
sijaitsee ellipsin kehalla tai sisapuolella. Kun yhtdlon molemmat puolet ovat tasan yhta

suuret, piste sijaitsee ellipsin kehalld, muuten ellipsin sisdpuolella.
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2.2.3 Hyperellipsi

Hyperellipsi on geometrinen moniulotteinen pinta, joka on kuin ellipsin ja ellipsoidin va-
limalli. Verrattuna ellipsi-kasitteeseen, hyperellipsi on yleiskasitteisempi, ja ellipsi koos-
tuu enemman vakioista. Hyperellipsille voidaan kuitenkin yleistdaa monia ellipsin maari-

telmia ja hyodyntaa niitd, kun hyperellipsi sovitetaan kaksiulotteiseen malliin.

(®) +®)" =1 (©)

Kaavassa 9 on hyperellipsin maaritelma (Wood Mt. Design, LLC, n.d.). Maaritelma on
muuten kuin ellipsissa, mutta potenssit k ja m tekevat yhtaldsta moniulotteisemman kuin

ellipsin potenssiin kaksi.

Huangin (2013) dataluokitteluun liittyva algoritminkehittelytutkimus kayttaa hyperellip-
tista metodia. Tutkimuksessa tarkasteltiin tulosten tarkkuutta ja yhtenaisyytta. limeni,
ettd jo kahden ellipsin yhdistelmaa hyédyntamalla saadaan riittava onnistumisaste luo-
kittelussa. Hyperellipsin maaritelma ja laskutoimitukset nojaavat suuresti ellipsin ja

euklidisen etdisyyden ominaisuuksiin.

2.3 Ellipsoidit

Ellipsi voidaan ajatella ellipsoidin lapileikkauksena. Ellipsi on kaksiulotteinen, ja ellipsoidi
on kolmiulotteinen kappale. Ellipsin ominaisuudet ovat ellipsoidiin verrattuna samankal-
taiset, mutta akseleita on yksi lisda. Akselin lisdidminen lisda koordinaatistoon z-akselin,
ja z-koordinaatiston lisdamisen myotd myos puolipituusakselien maara on kolme. Kol-
matta puolipituusakselia merkitaan c-kirjaimella, ja sen pituus suhteessa muihin puolipi-

tuusakseleihin maaraa ellipsoidin muodon.
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2.3.1 Ellipsoidin maaritelma

Ellipsoidi on muoto xyz-koordinaatistossa. Kaavassa 10

B +@) +® =1 (10

on ellipsoidin maaritelma. Yhtalossa a, b ja c ovat xyz-koordinaatiston puolipituusakselit.

(Han ja muut, 2019, s. 7)

Yksi ellipsoidin erikoistapaus on pyorahdysellipsoidi. Pyorahdysellipsoidi muodostuu,
kun ellipsoidi kddnnetdan sen padakselin ympari. Tasta seuraa, ettd pyorahdysellipsoidin
puolipituusakselit ovat yhta suuria lukuun ottamatta pyoraytettavan akselin suuntaista
puolipituusakselia. Esimerkiksi x-akselin suunnassa pyoraytettavan hyperellipsoidin b ja
¢ puolipituusakselit ovat yhta suuria. Tassa tutkimuksessa kaytetaan ellipsoidina pyorah-

dysellipsoidia.

2.3.2 Piste ellipsoidin sisapuolella

Yhtal6 pisteen sijainnin tarkistamiseksi ellipsoidissa on lahes sama kuin ellipsoidin maa-

ritelma. Kaavassa 11

B +6) +() = @

yhtalon ollessa tasan 1, piste sijaitsee ellipsoidin kehalla. Jos tulokseksi saadaan pie-

nempi kuin 1, piste sijaitsee ellipsoidin sisalla. (Han ja muut, 2019, s. 7)
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2.4 Hyperellipsoidit

Hyperellipsoidi on ellipsoidin n-ulotteinen erikoistapaus (Kesaniemi & Virtanen, 2017, s.
63, 66). Kun ellipsoidi on kolmeulotteinen kappale, hyperellipsoidi on ellipsoidia vield

moniulotteisempi kappale.

Vasile-Georgen (2014, s. 778) mukaan euklidista etdisyytta voidaan kayttaa luomaan hy-
perellipsoidin muotoinen alue. Erityisesti sellaisissa tapauksissa, kun pistejoukko raja-

taan yhteen klusteriin.

2.4.1 Hyperellipsoidin maaritelma

Hyperellipsoidi on ellipsoidin n-ulotteinen tapaus, ja tdma nakyy vertaamalla hyperel-
lidsoidin maaritelmaa kolmiulotteisen ellipsoidin maaritelmaan. Puolipituusakselien

maara riippuu suoraan ulottuvuuksien maarasta. Kaavassa 12

(ﬁ)z + (x_z)z R (x_n)z _1 (12)

ai-an kuvaavat puolipituusakseleita.

Kuten pyo6rahdysellipsoidi on ellipsoidin erikoistapaus, pyorahdyshyperellipsoidi on hy-
perellipsoidin erikoistapaus. Kun hyperellipsoidi kddannetddan sen paaakselin ympari,
muodostuu pyoérahdyshyperellipsoidi. Pyorahdyshyperellipsoidin puolipituusakselit ovat
yhta suuria lukuun ottamatta pyoraytettavan akselin suuntaista puolipituusakselia. Pyo-
rahdysellipsoidi sdilyttda moniulotteisuutensa, mutta on maariteltavissa kolmen pisteen

avulla.
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2.4.2 Piste hyperellipsoidin sisapuolella

Yhtald pisteen sijainnin tarkistamiseksi hyperellipsoidissa perustuu hyperellipsoidin
maaritelmaan, ja maaritelma on samankaltainen ellipsoidin vastaavan yhtalon kanssa.

Kaavassa 13

(a)z + (x_z)z R (x_n)z <1 (13)

yhtalon ollessa tasan 1, piste sijaitsee hyperellipsoidin kehalla. Jos tulokseksi saadaan

pienempi kuin 1, piste sijaitsee hyperellipsoidin sisalla.
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3 Tutkimusmenetelm3, satunnaisjakaumien taustoitus, alku-

asetelma

Lahtokohtana on lahestya tutkittavaa aihetta teorian pohjalta ja tehda maaritelmat, seka
miettid keinoja asteittain saavuttaa tavoitteet. Tassa diplomitydssa kaytetdaan suunnitte-
lutieteellista tutkimusmenetelmaa, silla se sopii ongelmaldhtdiseen ratkaisun 16ytami-

seen (vom Brocke ja muut, 2020, s. 1).

Tutkimusongelmana on yleisluontoinen asetelma, jossa halutaan tutkia hyperelliptisesti
jakautunutta satunnaismuuttujien joukkoa. Joukolle asetetaan muuteltava todennakoéi-
syys T, kuinka todenndkdisesti pisteet levittdytyvat muodon sisdapuolelle. Tutkimuksen
tavoitteena on tutkia, |6ytyyko keinoa luoda asetelma, tarkastella joukkoa, yleistda maa-
ritelma ellipseille, ellipsoideille ja hyperellipsoideille, seka onnistuuko toteutus suhteel-

lisen vahaisilla resursseilla.

3.1 Suunnittelutieteellinen tutkimusmenetelma

Kaksi yleisinta tutkimusmenetelmaa ovat laadullinen ja maarallinen tutkimusmenetelma
(Abbadia, 2023), mutta kumpikaan naistd menetelmista ei kokonaan vastaa taman tyén
tutkimusongelmalle asetettuja tavoitteita. Raisamo (2006) toteaa, ettd laadullisessa
tutkimuksessa jatetdaan varaa tulkinnoille, ja se sopii enemman ilmididen luokitteluun
kuin numerelliseen dataan. Maarallisestda tutkimuksesta hdn toteaa, ettd siina
tutkimusmenetelmassa kaytetdan jo ennalta mitattuja arvoja ja aineistoa, tai muita

valmiita ratkaisuja, eli sita ei varsinaisesti kdyteta luomaan uusia keinoja.

Joten, tydssa kdytetdan suunnittelutieteellistd tutkimusmenetelmaa. Vom Brocken ja
muiden (2020, s.2-3) mukaan suunnittelutieteellisen tutkimusmenetelman avulla voi-
daan kehittaa taysin uudenlaisia ratkaisuja ja malleja, juuri sellaisia, kuin niiden tulisi olla

kdyttotarkoitus huomioon ottaen. Peffersin ja muiden (2007, s. 49) mukaan
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suunnittelutieteellisen tutkimusmenetelman mukaisesti ratkaisuna luotu artefakti on
olemassa varta vasten tutkimusongelmaa varten. Ratkaisun tavoite saavutetaan hyédyn-

tamalla viitekehysta ja kasitteita.

Suunnittelutieteellinen tutkimusmenetelma sopii ongelmaldhtdiseen tutkimukseen, ja
se voisi olla myos hyva menetelma tahan tutkielmaan. Peffersin ja muut (2007, s. 47)
mainitsevat tutkimusmenetelman yleisluontoisesti sopivaksi tietojarjestelmallisten tut-
kimusten lisaksi insindorialan ja tietotekniikan tutkimuksiin, kunhan tutkimuksessa kay-
tetdan tasmallisiad ja sopivia maarityksia. Myos Venable ja muut (2017, s. 2) tukevat aja-
tusta suunnittelutieteellisen tutkimusmenetelman sopimisesta tietotekniikan alan tutki-

muksiin.

Yhdistelemalla jo olemassaolevien seka uusien tekniikoiden ja keinojen avulla tutkitaan,
saavutetaanko tutkimuksen ongelmaan ratkaisu, ja miten se onnistuu. Tama muihin tut-
kimusmenetelmiin verrattuna hieman uudempi, mutta vakaalla pohjalla oleva, mene-
telma tarjoaa ratkaisuja jopa luoviin ja monimuotoisiin ongelmiin (Peffers ja muut, 2007,
s. 49). Edella esiteltyjen seikkojen lisdksi Venable ja muut (2017, s. 2) esittelevat suunnit-

telutieteellisen menetelman sopivan my6s aiempien menetelmien paranteluun.
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Taulukko 1. Suunnittelutieteellisen menetelman osiot. (Venable ja muut, 2017, taulukko
3. Peffers ja muut, 2007, taulukko 1.)

Tutkimusvaihe Kiinnonkohteet Ennen seuraavaa vaihetta
1. Ongelman madrittely | Ongelman maarittely, tirkey- | Maaritelmat ja paatelmat.
ja tavoite den osoittaminen.
2. Ratkaisun tavoitteet Nykyisen tilanteen paranta- | Teoria.
minen.
3. Suunnittelu ja kehittely | Tuotos, artefakti. Etenemissuunnitelma, mita
tehdaan seuraavaksi.
4. Havainnollistaminen Sopivan asiayhteyden kayttd- | Mittaukset ja analyysi.
minen, artefaktin esittely ja
kaytto.
5. Arviointi Tehokkuuden tarkastelu. Tar- | Padpiirteet ja periaatteet.
vittaessa palataan suunnit-
telu- ja kehitysvaiheeseen ja
toistetaan.
6. Viestinta Julkaisut.

Taulukossa 1 on mukailtuna Venablen ja muiden (2017) koostama taulukko suunnittelu-
tieteellisen tutkimuksen vaiheista. Kuusivaiheinen taulukko on tehty Peffersin ja muiden
(2007) esittelemien vaiheiden pohjalta. Taulukon vaiheet ovat kokonaisuuksia, joiden yk-
sityiskohdat tarkennetaan oman tutkimuksen tavoitteilla ja maareilla. Aloittamalla eri
vaiheista saadaan eri lahestymisnakokulmia tutkimukseen, kuten ongelma-, tavoite- tai

asiakaslahtoinen nakokulma.

3.1.1 Ongelman madrittely ja tavoite

Taman tutkimuksen ongelma on hyperelliptiseen muotoon jakautunut joukko, joiden sa-
tunnaismuuttujien jakaumaa tarkastellaan. Joukon jakauman kayttaytymista tarkastel-
laan ajan edetessa ja maadretta todennadkdisyys T muutettaessa. Joukon arvojen vaihte-
luvdli tiedetdan, ja todennadkdisyyden arvoa pystytddan sdatamaan. Hyperelliptinen
muoto piirretadan maarattyjen pisteiden avulla. Iterointikierroksilla toistuu naiden pistei-
den perusteella hyperellipsin hahmottelu ja pisteen korvaaminen uudella satunnaisella

pisteella.
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Datamaara on suuri, jolloin manuaalinen ratkaiseminen olisi aikaa vievaa ja tehotonta
tyoskentelya. Ohjelmoimalla asetelma ja satunnaisjoukon kayttaytymisen havainnollis-
tus sadstetdan resursseja ja nopeutetaan prosessia. My0s erilainen testailu ja uusien ver-
sioiden kokeilu ja vaihtaminen on sujuvampaa. Lisaksi ohjelmoiminen mahdollistaa tyo-
vaiheen helpon jakamisen muiden kdyttéon. Taman tydn asetelmaa kohdataan esimer-
kiksi neuroverkkojen yhteydessa alkuasetelmana. Mahdollisesti saavutettua ratkaisua
voidaan hyddyntda muissa toissa ja ohittaa ohjelmoinnin alustus. Jakamalla ohjelma
muiden kayttdon voidaan saada lisda optimoituja ratkaisuja, kun myés muut voivat muo-

kata uusia versioita ohjelmasta.

3.1.2 Ratkaisun tavoitteet

Paatavoitteen mukaisesti tutkimuksessa pyritaan [6ytamaan ongelmaan ratkaisuksi so-
piva algoritmi. Ratkaisussa on pystyttdva tarkastelemaan ja sdaatdmaan satunnaisja-
kauman joukkoa, ja tavoitteena on loytaa kaytannollinen ratkaisu. Tama tarkoittaen al-
goritmia, joka voidaan suorittaa kdyttaen tavallista tietokonetta. Erikoistietokoneen han-
kintaan ja kdyttoon ei ole mahdollisuutta tdman tyon osalta, ja se kaventaisi muiden

mahdollisuuksia hyédyntaa algoritmia.

Ratkaisun tavoitteena on koota algoritmi, jossa todennakoisyytta T muokkaamalla pysty-
tadan maarittelemaan joukon suppeneminen, samana pysyminen tai laajeneminen. Alku-
asetelmaan pitaa pystya asettamaan alussa tietyt arvot, kuten joukon arvojen vaihtelu-
vali ja todennakoisyys T. Kokeessa kaytetaan iterointia, eli ratkaisussa pitdaa pystya tois-

tamaan tiettyja vaiheita.

Ratkaisun selvittaminen aloitetaan pohjustamalla teoriaa. Tassa tyossa kaydaan lapi
euklidisten etaisyyksien taustateoriaa seka ellipsien, hyperellipsien, ellipsoidien ja hype-
rellipsoidien maaritelmia kappaleessa 2. Satunnaisjakaumaan liittyva teoria tulee esille

myohemmin tdssa kappaleessa.
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3.1.3 Suunnittelu ja kehittely

Teorian lapikdaynnin jalkeen suunnitellaan tutkimuksessa eteneminen. Mita tarvitaan al-
kuasetelmaa varten, enta kokeen aikana ja tulosten tallentamista varten. Miten saavute-

taan tutkimusongelman ratkaisu.

Taman tyon tavoitteena on algoritmi, joten sen hahmotteleminen aloitetaan kirjoitta-
malla kaikki algoritmin vaiheet pseudokielelld ja muilla havainnollistavilla keinoilla. Pyri-
taan saamaan kokoon kaikki tarvittavat osat, ja tarkistetaan, onko kaikki tarvittavat tie-
dot saatu alkuasetelmaa varten. Katsotaan, mika on algoritmin etenemisjarjestys ja sen
merkitys. Tulosten talteenottaminen, ja maaritelldan mita niistd halutaan katsoa ja ver-
tailla. Kappaleessa 4 on tarkemmin pseudokielisen ohjelman sisalto, ja kappaleessa 5 on

koeasetelma.

3.1.4 Havainnollistaminen

Tutkimuksen artefaktina toimii algoritmi tai ohjelma, jolla saavutetaan ongelmaan rat-
kaisu. Havainnollistamiseen kuuluu ohjelman toiminnan ja implementoinnin esittelyn li-
saksi perustelu, miksi valittua ohjelmaa kadytetdan ja sen toiminnan esittely. Esittelyiden
tulee olla tarpeeksi selkeitd, jotta kokeen toistettavuus on mahdollista jalkeenpain itse ja

muiden toteuttamana.

Algoritmin sisallon lisaksi toiminnan tulos tulee saada tarkasteltavaan muotoon, esimer-
kiksi kuvana, kdyrana tai numeroina. Nakymattomat osiot selvitetdan muilla keinoin, ja
tarpeeton poistetaan. Tuloksia vertailemalla teoriaan ja tavoitteisiin paatellaan datan to-

denmukaisuus.
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3.1.5 Arviointi

Arviointivaiheessa tarkastellaan tyon tehokkuutta ja tavoitteisiin paasya. Jos tehokkuu-
dessa tai ratkaisussa todetaan parantamisen varaa, palataan suunnittelu- ja kehittelyvai-

heeseen ja toistetaan osiot arviointivaiheeseen saakka.

Erityisena arvioinnin kohteena tassa tydssa on todennakdisyys T:n vaikutus jakaumaan.
Ohjelman suoriutumista ja tuloksia arvioidaan varmasti jo ennen tahan vaiheeseen paa-
sya, ja tarvittavia muokkauksia tehddaan havaintojen mukaan. Loppuvaiheilla kuitenkin

arvioidaan kokonaisuutta.

3.1.6 Viestinta

Teoria, tulokset, paatelmat ja johtopadatokset esitellddan tassa diplomitydssa. Jokainen
suunnittelutieteellisen tutkimuksen vaihe esitellaan jarjestyksessa. Taulukossa 2 on viela
tiivistettyna taman tydn suunnittelutieteellisen tutkimuksen vaiheet Venablen ja muiden

(2017) osioiden mukaiseen muotoon.

Taulukko 2. Suunnittelutieteellisen tutkimuksen vaiheet tassa tyossa.

Tutkimusvaihe Keskeiset asiat tiivistettyna
1. Ongelman madrittely ja | Hyperelliptinen satunnaisjoukko jakaumalla.
tavoite Halutaan tarkastella ja havainnollistaa tehok-
kaalla menetelmalla.
2. Ratkaisun tavoitteet Tarkoituksenmukainen algoritmin koostami-

nen ja sopiva ohjelma algoritmin toteutta-
miseksi seka tulosten tallentamiseksi.

Suunnittelu ja kehittely Alku- ja koeasetelman maarittely.
4. Havainnollistaminen Ohjelman kaytto, suoritetaan ohjelma ja tallen-
netaan saavutetut tulokset.
5. Arviointi Tarkastellaan tuloksia ja analysoidaan, tarvitta-

essa muokkauksia ja iterointia.
6. Viestinta Kaikki koostetaan tdhan diplomity6hoén.
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3.2 Satunnaisjakaumat

Satunnaisjakauma on todennakoisyysjakauma, jonka muuttujat ovat satunnaismuuttujia.
Todenndkoisyys kuvastaa mahdollisuutta, jolla piste sijaitsee tarkasteltavalla alueella. To-
denndkdisyysteorian avulla pystytdan arvioimaan tai ennustamaan epavarman tapahtu-

man mahdollisuus tai maara (Rajan, 2012).

Todennakoisyysjakaumat jaotellaan satunnaismuuttujien ominaisuuksien mukaan kah-
teen paaryhmaan, jatkuvuuden ja jakaumalle asettumisen mukaan jatkuviin ja diskreet-
teihin jakaumiin. Lisdksi Hsu (1997, s. 39) maarittelee teoksessaan jakaviin ominaisuuk-
siin satunnaismuuttujien darellisyyden jakaumalla ja esittelee jatkuvalle ja diskreetille ja-
kaumalle sopivat funktiot. Toisaalta samaan dataan voidaan kdyttdd molempien ja-
kaumien tekniikoita I6ytamaan optimaalisin tulos, kuten Wallhoffin ja muiden (2001) tut-

kimuksessa.

Kuvassa 3 on esimerkki, miltd diskreetti jakauma voi nadyttaa. Piste kuuluu tai ei kuulu

joukkoon, ja joukon maara on laskettavissa (Shynk, 2012, s. 51).

Diskreetti jakauma

2,5
2,4
2,3
2,2
2,1

1,9
1,8

M Sarjal MWSarja2 MmSarja3

Luokka 1

Kuva 3. Esimerkki diskreetista jakaumasta.
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Jatkuva jakauma

4,5
3,5
2,5
1,5
0,5

Luokka 1 Luokka 2 Luokka 3 Luokka 4

Sarja 1

Kuva 4. Esimerkki jatkuvasta jakaumasta.

Kuvassa 4 on esimerkki siita, miltd jatkuva jakauma voi nayttaa. Pisteiden avulla voi hah-
motella kdyran ja arvioida ilmoittamattomia arvoja pisteiden valilla. Jakauma voi olla
my0Os madritelty jatkuvaksi vain tietylla alueella. Shynk (2012, s. 104) mainitsee, etta ja-
kauma voi olla sekoitus diskreettia ja jatkuvaa osiota. Datalla voi olla numeroitavia ja ei-

numeroitavia ominaisuuksia.

3.2.1 Satunnaisjakauma neuroverkoissa

Neuroverkkojen mallinnuksessa on otettu mallia aivojen neuronien toiminnasta. Neuro-
verkkoja hyodynnetdan tekniikassa ja tieteessa laajalti erilaisissa malleissa ja oppimisal-
goritmeissa. Satunnaisjakaumaan perustuvia neuroverkon malleja kaytetdaan luokitte-
lussa, tunnistamisessa, kuvankasittelyssa, viestinndssa ja paljon muussa. (Timotheou,

2009, s. 1)

Satunnaisjakaumat ovat tarked osa neuroverkkoja, silld niita kaytetdan neuroverkkojen
kouluttamisessa ja optimoinnissa. Neuroverkkojen koulutuksessa satunnaisjakaumia
kdytetdan maarittelemaan satunnaiset aloitusparametrit tai alustamaan neuroverkkojen

painot. Tahan voidaan kayttaa esimerkiksi normaalijakaumaa tai tasajakaumaa, erikseen
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tai yhdistelmana, riippuen tavoitteesta ja matemaattisista odotusarvoista (Hu ja muut,

2022).

Normaalijakaumalla voidaan alustaa neuroverkkojen painot satunnaisina, mutta samalla
tasapainottaa niiden alkuarvoja. Tata voidaan hyodyntda koulutusprosessissa ja opti-

maalisimman ratkaisun I6ytamisessa.

Tasajakaumaa kaytetdan, kun neuroverkkomallin alkuarvoissa tarvitaan laajempi vaih-
telu, ja alkuarvoja ei tarvitse tasapainottaa. Tasajakauma voi olla hyédyllinen erityisesti
sellaisissa tilanteissa, joissa halutaan varmistaa, ettd painot ovat alussa jakautuneet laa-
jalle alueelle, mika voi auttaa verkkoa oppimaan monimutkaisempia kuvioita ja ominai-

suuksia.

Satunnaisjakaumat tarjoavat tehokkaan tavan aloittaa neuroverkkojen koulutusprosessi,
joka optimoi verkkojen suorituskyvyn ja koulutuksen tehokkuuden. Nama lahestymista-
vat auttavat varmistamaan, etta verkot voivat oppia ja sopeutua monimutkaisiin tehta-

viin ja datamalleihin parhaalla mahdollisella tavalla.

3.2.2 Geometrinen todennakoisyys

Geometrinen todenndkoisyys on todenndkdisyysteoria, jossa tarkastellaan satunnaisil-
midita jatkuvassa tilassa, kuten tasossa tai avaruudessa. Perinteisesti se liittyy ongelmiin,
joissa todenndkoisyys maaritetdan pinta-alojen, tilavuuksien tai muiden geometristen
mittasuhteiden perusteella. Tallaisia ongelmia esiintyy esimerkiksi satunnaisten pistei-

den jakautumisessa tietylld alueella tai etdisyyksien jakauman analysoinnissa.

Hyperelliptisen satunnaisjakauman algoritmin kehittdmisessd geometrinen todennakaoi-
syys voidaan kayttaa tyokaluna analysoitaessa pisteiden ja jakaumien ominaisuuksia mo-
nimutkaisessa geometrisessa rakenteessa. Talla voidaan tutkia, miten satunnaisesti vali-

tut pisteet sijoittuvat hyperelliptiselle kayrdlle tai sen osajoukkoihin, ja miten niiden
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todennakoisyysjakaumat kayttaytyvat jatkuvassa tilassa. Tallainen analyysi on erityisen
hyodyllista, kun pyritaan kehittamaan tehokkaita algoritmeja, jotka sailyttavat tietyt ma-

temaattiset ominaisuudet satunnaisprosessien yhteydessa.

Lin ja muiden (2022, s. 228) mukaan geometristd todennakdisyyttad voidaan kayttaa seka
yksinkertaisiin, etta monimutkaisiin malleihin, kuten teoreettisiin malleihin, simulointei-
hin, suunnitteluun tai ohjelmistoissa. Li ja muut tdsmentavat geometrisilla todennakoi-
syyksilla ja sen datalla saavutettavan geometrisia ratkaisumalleja todennakdisyysongel-
miin, ja niilla lisattavdan ymmarrysta satunnaisuuteen, suhteelliseen tasaisuuteen ja si-

mulointiin.

3.2.3 Todennakoisyyspinta

Todenndkoisyyspinta on matemaattinen kasite, joka kuvaa muuttujien satunnaisja-
kauman tiheysfunktion muotoa jatkuvassa tilassa. Se kuvaa todennakdisyyden jakaantu-
mista eri ulottuvuuksissa, jolloin korkeus tietyssa pisteessa kertoo kyseisen pisteen suh-
teellisen esiintymistodennakdisyyden. (Hauser ja muut, 2007) Todennakdisyyspintoja
hyodynnetaan erityisesti tilanteissa, joissa halutaan visualisoida ja analysoida satunnais-
jakauman rakenteellisia ominaisuuksia, kuten symmetriaa, huippuja tai monimodaali-

suutta. Yksinkertaistettuna, kappaleen kehalla sijaitseva piste on kappaleen pinnalla.

Hyperelliptisen satunnaisjakauman algoritmin kehittamisessa todennakdisyyspinnan
teoriaa yhdistamalla ellipsin ja ellipsoidin ominaisuuksiin mahdollistetaan tutkiminen
monimutkaisessa matemaattisessa ymparistossa. Koska hyperelliptiset kayrat ovat itses-
sdan ei-triviaaleja geometrisia rakenteita, niiden paalle rakentuva satunnaisjakauma voi
muodostaa todenndkodisyyspintoja, joilla on monimutkainen topologia. Naiden pintojen
analyysi voi auttaa ymmartamaan, miten satunnaisuus jakautuu hyperelliptisen kdyran
yli, ja optimoimaan algoritmia siten, etta se tuottaa haluttuja jakaumaominaisuuksia eri

sovelluksissa ja malleissa.
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3.3 Alkuasetelman suunnittelu

Algoritmin kehittamisessa on taustalla tavoite monikayttdisesta ohjelmasta, jota voidaan
muokata omien tarpeiden mukaan. Ratkaisun tavoitteena on tarkoituksenmukaisen al-
goritmin koostaminen ja sopiva ohjelma algoritmin toteuttamiseksi seka tulosten tallen-
tamiseksi. Lahtokohtana ja testauksessa kaytetdaan maarattyja alkuarvoja, joita voidaan
myohemmin muokata. Ohjelmassa voidaan my0s vaihtaa jarjestystd, poistaa tai lisata

osioita.

Kokonaisuudessaan alkuasetelman tavoitteena on luoda perusta hyperelliptisen satun-
naisjakauman algoritmin kehittamiselle, maaritella keskeiset seikat sekd antaa yleiskuva

kaytettavistd menetelmistd, parametreista ja niiden rajoitteista.

Tavoitteena on ensin algoritmin toteuttaminen elliptiselle hahmotelmalle, ja sen jalkeen
ellipsoidille. Ellipsoidi voidaan muodostaa ellipsin pyérahdyskappaleelle, joten siihen ei

ole montaa vaihetta lisattavaksi.

3.3.1 Alkuarvot ja -tiedot

Alussa luodaan sadan pisteen joukko, populaatio. Satunnaisesti luodut pisteet asettuvat
arvojen [-100, 100] valille. Satunnaismuuttujien joukosta valitaan satunnaisesti kolme
pistettad A, B ja C. Alussa maaritelladn myos parametrit todennakoisyys T ja iteraatioker-

rat n, mutta niitd voidaan vapaasti vaihdella testausvaiheessa.

T kuvaa todenndkoisyytta, jolla korvattava piste on maaritetyn muodon sisdpuolella. T
voi saada arvoja valilla [0, 1]. Jos todenndkdisyys on pienempi kuin 0,5, korvatut pisteet
luodaan todenndkdéisemmin muodon ulkopuolelle, eli pistejoukko hajaantuu. Jos toden-
nakoisyys on suurempi kuin 0,5, korvatut pisteet keraantyvat todennakdisemmin muo-

don sisdpuolella, eli pistejoukko suppenee. Jos todennakoisyys on 0,5, pistejoukon
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hajaantuminen pysyy suurin piirtein ennallaan. Adriarvoissa 0 ja 1 vaikutus on suurim-

millaan.

Iteraatiokerrat n ovat kerrat, joilla piste korvataan ja muoto maaritellaan uudelleen.
Alussa kerraksi voidaan maarittda 1, ja katsoa, kuinka yksi iteraatiokerta vaikuttaa. Ker-
toja voidaan kasvattaa ensin yksittdin, sitten kymmeniin, satoihin ja edelleen tuhansiin.
Kertoja kasvatetaan sen mukaan, kuinka huomattavaa muutosta havaitaan tavoitteeseen
nahden. Vahitellen kasvattamalla iteraatiokertoja huomataan muutosten nopeus ja tarve
lisditeraatioille, seka hallitaan jarjestelman tekniset vaatimukset. Kasvattamalla kertoja
liilkaa kerralla saatetaan tuhlata resursseja, eika tuloksia pystytd ottamaan talteen tar-

kasti ja tehokkaasti.

3.3.2 Satunnaisotanta

Satunnaismuuttujien joukko kuvastaa kaikkia mahdollisuuksia, milla data voi valikoitua
ja esiintya. Couso ja muut (2014 s. 1) korostavatkin, ettd satunnaisenmuuttujien datan
maarittelyn tulee olla tasmallinen lopputuloksen onnistumisen kannalta. Raja-alueet ja

erikoistapaukset tulee ottaa huomioon ja tarvittaessa ehtoja tdydennetaan.

Satunnaisotanta on tilastollinen menetelma, jossa poimitaan satunnaisesti yksiloita pe-
rusjoukosta niin, ettd otos edustaa mahdollisimman hyvin koko populaatiota. Satunnais-
otannan perusidea on vahentda valintaharhaa ja mahdollistaa tilastollisten paatelmien
tekeminen otoksen perusteella. Menetelmia on useita, kuten yksinkertainen satunnais-
otanta, jossa jokaisella perusjoukon alkiolla on yhta suuri todennakdisyys tulla valituksi,
ja systemaattinen otanta, jossa havainnot valitaan tietyin vélein populaation joukosta.

(Nummenmaa, 2023, s. 26-27)

Taman tyon algoritmissa kaytetadn satunnaisotantaa, kun populaatiosta valitaan satun-

naista pistettd, ja naistd maaritelladn tarkasteltava muoto. Tama tehdaan uudelleen ja
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uudelleen iteraatiokertojen maaran verran. Satunnaisotannassa uusi valinta ei ole riip-

puvainen edellisesta valinnasta.

Satunnaisotannalla otetuista pisteista yksi piste korvataan satunnaisella uudella luodulla
pisteelld, eli yhta satunnaisotettua pistetta ei palauteta. Pistetta luodessa kaytetdan si-

jainnille todennakoisyytta T luomaan piste, ja suoritetaan uusi satunnaisotanta.

Geometrinen todennakdisyys liittyy todennakdisyyksien tarkasteluun jatkuvassa tilassa,
jossa tapahtumien esiintymistodenndkoisyys riippuu pinta-aloista, tilavuuksista tai
muista geometrisista mitoituksista. Hyperelliptisten jakaumien tapauksessa tama tar-
koittaa satunnaispisteiden sijoittumista hyperelliptiselle kadyralle ja niiden esiintymisti-
heyden analysointia. Todennakoisyyspinta puolestaan visualisoi, miten todennakdisyys
jakautuu kayran eri alueille ja millaisia huippuja ja symmetrioita se muodostaa. Satun-
naisotannalla otetuista pisteista riippuu, millainen ja minne ellipsi tai ellipsoidi muodos-

tetaan.

Algoritmien suunnittelussa on keskeista ottaa huomioon laskennallinen tehokkuus, tark-
kuus ja satunnaistamisen laatu. Tassa tyossa halutaan tasaisesti jakautunut joukko sa-
tunnaismuuttujia, joten satunnaisjakaumana kaytetddn tasajakaumaa. Tasajakaumaa
hyodynnetaan alustuksessa, satunnaisesti valittujen pisteiden valinnassa sekd uusien
muuttujien luomisessa. Todenndkoisyytta T kdytetdan uuden muuttujan todennakoisen

sijainnin luomisessa, joten painotetuille arvoille ei ole tarvetta.

3.3.3 Algoritmiin liittyvat valinnat

Algoritmiin liittyen on tehty joitain valintoja, joita voidaan vaihtaa myéhemmassa vai-
heessa algoritmin tehostamiseksi tai korjaamiseksi. Esimerkiksi ohjelmistoksi on valittu
MATLAB, mutta se ei ole valttamaton. Valinta on perustunut aiempaan kayttokokemuk-
seen ja ohjelmiston ennalta arvioituihin kayttomahdollisuuksiin datan kasittelyssa, ha-

vainnollistamisessa ja tulosten tallentamisessa. Toinen valinta olisi voitu tehda
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perustuen maksuttomaan vaihtoehtoon. Valittu ohjelmisto voidaan vaihtaa toiseen al-

goritmin kehittamisen aikana, jos ilmenee tehokkaampi tai kaytannéllisempi vaihtoehto.

Mydskaan algoritmin muodostaminen ellipsille ei ole valttamaton vaihe. Sen voi jattaa
pois ja kehittaa algoritmin suoraan pyorahdysellipsoidille. Varsinkin jatkotutkimuksissa,
jos tarvetta on kasitella vain pyorahdysellipsoidin tai moniulotteisemman kappaleen
osalta algoritmia. Algoritmin kehittdmisessa on haluttu pitda lahtokohtana yksinkertaista
mallia, jonka sujuessa on laajennettu mallia ja muuta toteutusta. Kun on loydetty joku
mahdollinen ratkaisu, voidaan ldhtea etsimaan optimaalista ratkaisua (Gammel ja muut

2018, s. 968).

Seuraavassa paaluvussa kaydaan lapi algoritmi vaihe vaiheelta pseudokielelld. Samalla
varmistetaan, etta alkuasetelmassa on huomioitu kaikki seikat, ja tarvittaessa taydenne-
taan. Alkuasetelman tietoihin lisdatdan vakiot ja muut arvot, joilla testataan algoritmin

toimivuutta.
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4 Algoritmin kuvaus pseudokielella

Algoritmin kuvaus ja lapikdynti tehdaan ensin ellipsille, sitten pyodrahdysellipsoidille.
Valitaan kolme pistettd, joista muodostetaan ellipsi tai ellipsoidi. Muodoille on omat
piirtofunktiot, muuten menetelmda on molemmille kappaleille paapiirteittdin sama.
Ellipsin muodostaminen on hieman yksinkertaisempi prosessi. Muodostusta voidaan
hyodyntda jatkamalla asetelmaa pyorahdysellipsoidille, silla  ellipsoidi on

pyorahdyskappale ellipsista.

4.1 Algoritmi

Ellipsin ja ellipsoidin maarittelyyn ja piirtamiseen tarvitaan kolme pistetta. Nadita pisteita
voidaan kutsua pisteiksi A, B ja C. Pisteet valitaan pistejoukosta satunnaisesti. Pisteet A

ja B ovat muodon polttopisteet, ja C on piste kehalta.

Kuvassa 5 on kuvattuna kaaviossa algoritmin kulku kokonaisvaltaisesti vaihe vaiheelta el-
lipsoidille. Tulevaisuudessa on mahdollisuus muokata algoritmi sopimaan yha moniulot-
teisemmille pyoérahdyshyperellipsoideille. Yha moniulotteisemmille ellipsoideille tarvi-

taan vain kolme pistettd, kun malli on pyérahdyskappale.

Silmukan toistokertojen maara riippuu siitd, kuinka nopeasti joukon suppeneminen, ha-
jaantuminen tai paikoillaan olo voidaan havaita. Toistokertojen maara asetetaan alussa,

ja voidaan muokata testauksen aikana.
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Alku: Populaation Valitaan populaatiosta
generointi [-100, —» satunnaisesti 3 pistetta
100] 100 pistetta A B C

l

Méaritelld3n ellipsoidi
pisteiden A, B, C «—
perusteella

l X kerrat<n

Generoidaan uusi
satunnainen piste
todennadkdisyyden T
perusteella

Valitaan uudelleen
pisteet A, B, C

Korvataan piste C
—_— generoidulla
uudella pisteelld

l kerrat zn

Loppu:
Tarkastelu

Kuva 5. Algoritmin kulku ellipsoidille.

Ellipsoidin kaavioon kuuluvat seuraavat vaiheet:

Populaation generointi [-100, 100]
Valitaan satunnaisesti 3 pistettd A, B, C
Maaritellaan ellipsoidi

Generoidaan uusi satunnainen piste
Korvataan piste C

Toistetaan n kertaa, valitaan uudelleen pisteet Ay, By, Cn

N o v A w nNoe

Kun toistettu n kertaa, tulosten tarkastelu

Na&ita kaavion vaiheita toistetaan jarjestyksessa, lukuun ottamatta alun populaation ge-
nerointia. Vaiheet ovat saman molemmille ellipsille ja pyorahdysellipsoidille. Algoritmin

vaiheet on koottu teorian pohjalta ja suunniteltu etenemisen kannalta oleellisessa
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jarjestyksessa. Seuraavaksi jokainen vaihe tarkennetaan ja maaritelldan erikseen, ja huo-
mioidaan mahdolliset erot ellipsin ja pyorahdysellipsoidin valilla. Kuvissa on algoritmin
kaavion vaiheiden mukaisesti piirrokset, joissa vaiheet nakyvat selkeammin. Kuvat ovat

suuntaa antavia, eivat tasmallisia koon eikd maaran suhteen.

4.2 Populaation generointi, alku

Populaatio on tutkittava pistejoukko. Algoritmin aluksi luodaan sata satunnaismuuttujan
pistettd, jotka voivat saada XYZ-koordinaatistossa mita tahansa arvoja -100 ja 100 valilla.
Pisteiden arvojen luomiseen kaytetddn satunnaislukugeneraattoria ja tasajakaumaa.
Tama alustus tehdaan vain kerran, muut lukujen muokkaamiset tehdaan yksittdin
muussa osassa algoritmia. Ndin muiden tutkimusten osalta riittaa alkuarvojen muokkaa-

minen tdssa osiossa, jos vaihteluvalia tai maaraa halutaan vaihtaa.

100 - L

Kuva 6. Populaatio XYZ-koordinaatistossa.
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Kuvassa 6 on alkutilanne, kun populaatio on generoitu ja pisteet lisatty XYZ-koordinaa-

tistoon ellipsoidille. Ellipsin populaatio generoidaan XY-koordinaatistoon.

4.3 Valitaan satunnaisesti pisteet

Ellipsille tai pyorahdysellipsoidille valitaan kolme pistettd A, B ja C. Nditda parametreja
kaytetaan uudelleen valituille pisteille, jolloin edelliset pisteet kirjoitetaan yli uudelleen-

valituilla. Ensimmaisena satunnaisesti valittu on A, toisena B ja kolmantena C.

L)
100 |- L

~+ -100

Kuva 7. A, B ja C pisteet valittu.

Kuvassa 7 on XYZ-koordinaatisto ja valitut pisteet. Valittuja pisteitd kaytetdan ellipsin tai
pyorahdysellipsoidin maarittelyyn. Piste A on ensimmadinen polttopiste, piste B on toinen

polttopiste, ja C on kehapiste.
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4.4 Madritellaan ellipsi tai pyorahdysellipsoidi

Pisteiden A, B ja C perusteella maaritellaan pyoérahdysellipsoidi, ja piirretaan se. Pisteita

A ja B kdytetddan maarittelemaan muodon polttopisteet, ja piste C on kehalta.

Maarittelyssa hyddynnetaan ellipsin ja ellipsoidin ominaisuuksia, pyérahdyskappaleen
ominaisuuksia, euklidista etaisyytta, polttopisteitda sekd puolipituusakseleita. Naita yh-
distelemalla saadaan muodostettua koordinaatistoon haluttu muoto. Satunnaisesti va-
littujen pisteiden sijaintien perusteella saadaan arvot puolipituusakseleille ja polttopis-

teille, ja nailla piirrettya kappaleen keha.

L o)
100 .

/]
]

Kuva 8. Muodon piirtdminen pisteiden perusteella.
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100

o
*

Kuva 9. Pyorahdysellipsoidin piirtaminen pisteiden A, B ja C perusteella.

Kuvissa 8 ja 9 on mallin piirtdminen. Kuvaan 8 on lisdtty apuviivat euklidisesta etaisyy-
desta maaritelmien mukaisesti. Kuvassa 8 on hahmoteltu ellipsi, ja kuvaan 9 jatkettu el-

lipsista pyorahdysellipsoidi.

4.5 Korvataan piste

Viimeisimpana valittu piste korvataan uudella pisteelld, ja siihen kdytetdaan kehapistetta
C. Vanha piste poistuu, eli populaatiopisteiden kokonaismaara pysyy vakiona. Uusi piste

muodostetaan satunnaisesti, mutta sen sijaintiin vaikuttaa todennakdisyys T.

Todenndkoisyys T madritetdaan alussa, ja sen suuruus on 0 ja 1 valilla. Todenndkoisyyden
suuruus kuvaa, kuinka todennakdisesti uusi piste tulee sijaitsemaan ellipsin tai pyorah-
dysellipsoidin sisdpuolella. T arvolla 0 uusi piste tulee todenndkdisemmin sijaitsemaan

pyorahdysellipsoidin ulkopuolella, ja T arvolla 1 py6rahdysellipsoidin sisalla.
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o
100 4~ L

Kuva 10. Pisteen C korvaaminen uudella pisteella.

Kuvassa 10 on pisteen korvaaminen uudella pisteelld. Uusi piste saadaan niin, ettd gene-
roidaan tasaisella jakaumalla satunnaispisteita n-dimensioisen yksikkbhyperpallon
pinnalle, tasta kuva 11. Ellipsile tdma vaihe tehddin yksikkdympyralle

kaksiulotteisuuden takia. Pisteista seulotaan halutut pisteet.

1 X
\ > o

0’\\ _{/ 1
\_ / 0
-1 =

Kuva 11. Yksikkopallo ja pisteet sen pinnalla. (Li ja muut, 2019.)
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Yksikkdhyperpallo skaalataan ja siirretdaan koordinaatistoon pisteiden A, B ja C
perusteella muodostetun muodon mukaisesti. Ndin nama kaksi muotoa ovat
koordinaatistossa kohdikkain, ja muotojen kesken voidaan suorittaa vertailuja ja valita
uusi piste. Uutta satunnaispistettd luodessa muodostetaan tavoiteltu satunnaisvektori,

jolloin koordinaatiston kiertoa ei tarvita.

Todenndkoisyyden T arvo madrittdd todenndkoisyyden, jolla wuusi piste on
pyorahdysellipsoidin  sisalla. T:n ollessa lahellda yhtd, valittu uusi piste on
todennakodisemmin pyorahdysellipsoidin sisalla, ja lahella nollaa uusi piste on
todennakodisemmin  pyordahdysellipsoidin  ulkopuolella.  Ohjelmassa  arvotaan
tasajakaumalta satunnainen luku ja verrataan sita arvoon T. Jos arvo on suurempi kuin T,
valitaan piste pyorahdysellipsoidin sisaltd, ja jos pienempi, valitaan pyorahdysellipsoidin

ulkopuolelta. Satunnaisluvun ollessa tasan 0,5, arvonta suoritetaan uudelleen.

Ellipsin kehansuuntaisen jakauman korjaamiseksi tasaista jakaumaa vastaavaksi lisataan
vield yksi vaihe algoritmiin. Alkuperdinen jakauma yksikkdympyralld on tasainen, silla
esimerkiksi yhta kulma-astetta vastaavat ympyran kaaret ovat kaikki yhta pitkia. Sen
sijaan ellipsilla sdde vaihtelee suunnan mukaan, minka seurauksena lyhyen puoliakselin
suuntaan muodostuu tihedmmin satunnaispisteita kuin pitkdn puoliakselin suuntaan.
Tama ilmié korostuu erityisesti tapauksessa, jossa ellipsi tai pyorahdysellipsoidi on
voimakkaasti litistynyt. Kuvassa 12 on esimerkki littedan ellipsin ja yksikkdympyran

puoliakselien erosta.

Kuva 12. Litted ellipsi ja yksikk6ympyra.
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Taman epatasaisuuden korjaamiseksi kdytetdan hylkddmismenetelmaa. Jokainen satun-
naisesti muodostettu piste hyvaksytaan tai hylatdaan erikseen maaritellyn hylkdamisto-
denndkoisyyden perusteella. Jos piste hylatdan, palataan algoritmissa takaisin ja muo-

dostetaan uusi piste.

P(hylkiys) = |Rellipsoidi;0ellipsoidi| (14)
Kaavassa 14 P(hylkdys) lasketaan Relipsoidi, Oeliipsoidi ja @ perusteella, el
hylkadamistodennakoisyys perustuu pisteen etdisyyteen pyordahdysellipsoidin kehalta,
pyorahdysellipsoidin keskipisteeseen ja pyorahdysellipsoidin suureen
puolipituusakseliin. P(hylkdys) arvoa verrataan vield satunnaislukuun tasajakaumalta, ja
jos P(hylkays) on suurempi kuin kyseinen satunnaisluku, paatetaan tarkastella seuraavaa

pistevaihtoehtoa.

Kappaleessa 5.2.3 on pisteen C korvaamisesta tarkentavaa tietoa ohjelman kannalta ja
siithen tarvittavia funktioita. Kappaleessa 5.2.4 selvennetdan hylkadmismenetelmaa oh-

jelmassa.

4.6 Toistorakenne, lopetusehto

Kun piste on korvattu, algoritmissa mennaan toistorakenteen alkuun. Populaation gene-
rointi tehdaan vain kerran, eli sita ei tarvitse toistaa, kdytetdan samaa populaatiota algo-

ritmin suorituksen loppuun.

Toistorakenne alkaa pisteiden valinnasta satunnaisesti. Pisteet A, B ja C valitaan joukosta
uudelleen. Pisteista kaytetadan samoja nimityksia, joten ne kirjoitetaan yli ohjelmassa uu-

silla arvoilla.
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Seuraavaksi jalleen madritelldaan ellipsi tai pyorahdysellipsoidi pisteiden perusteella. Jal-
kimmaisin piste korvataan uudella. Toistetaan haluttu maara. Kun toistokerrat tayttyvat,
ohjelma lopetetaan ja voidaan tarkastella tuloksia. Ohjelma tulostaa visualisoinnin ku-
vaajasta tietyn valein, seka jokaisen iteraation arvot populaation keskimaaraisesta etai-

syydesta muodon keskipisteesta ja varianssin.

Toistokertojen maara asetetaan alussa, ja alkuun se on 1. Toistokertoja saa kasvatettua
kymmeniin, satoihin ja tuhansiin, kun Matlab-ohjelmaa suorittaessa on todettu ohjel-
man toimivuus ja ajankesto. Alussa on maaritelty myos todennakoisyys T, joka vaikuttaa
toistokertoihin, ja sitd voidaan vaihdella testauksen aikana. Tuloksia ei oteta talteen jo-

kaisesta iteraatiokerrasta toistokertojen ollessa satoja tai tuhansia, vaan sopivin valein.

Jo testauksessa arvioidaan silmamaaraisesti tulosten toteutumista, ja tarvittaessa ohjel-
maan tehdaan korjauksia. Testaukset paatteeksi lopulliset tulokset otetaan ylos ja niihin
tehdaan jalkeenpain vertailuja ja arviointeja. Molemmille ellipsin ja pyorahdysellipsoidin
algoritmille tehddan omat arviot. Tuloksissa halutaan katsoa kokonaisuutta ja joukon

suppenemista tai hajaantumista. Myos ohjelmiston suoriutumista arvioidaan.
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5 Koeasetelma

Ohjelmistona kaytetdan MATLAB-tyopoytdaohjelmistoa (myohemmin Matlab), koetta
aloittaessa uusinta julkistettua versiota R2023b. Matlabista on tullut tydn aloituksen jal-
keen uudempi versio R2024a. Ohjelmisto suoritetaan HP:n valmistamalla tietokoneella,
jossa on Windowsin versio Windows 11 Home, 64-bittinen kayttéjarjestelma ja 8,00 Gt

sisdinen muisti. Tietokone on tavanomainen kotitietokone.

Jos suorituksessa kohdataan ongelmia kaytettavassa ohjelmistossa, voidaan harkita toi-
seen vastaavaan ohjelmistoon vaihtamista. Tatd voi myos harkita myohemmin koetta
toistaessa tulevaisuudessa. Myos Matlabin uudistetut versiot voivat tarjota ratkaisuja il-

menneihin ongelmiin.

5.1 Matlab esittely

Tyypillisesti Matlabia kaytetaan matemaattiseen suunnitteluun ja ohjelmointiin. Matla-
bia kdytetaan matemaattisten mallien luomiseen, simuloimiseen ja analysointiin eri tie-
teenaloilla. Ohjelmistoa hyodynnetdaan esimerkiksi signaalianalyysissa, kuvankasittelyssa,
ohjausjarjestelmissa seka tilastollisessa datassa. Sen avulla voidaan toteuttaa monimut-
kaisia laskutoimituksia ja visualisointeja. Matlab tarjoaa myd6s laajan valikoiman lisatyo-
kaluja ja kirjastoja, jotka mahdollistavat ratkaisujen l6ytamisen yksildityihin ongelmiin ja

ratkaisujen tulosten esittamisen.

Matlab kdyttaa ohjelmointikielena omaa syntaksiaan, tosin muiden ohjelmointikielilla
toteutettujen tiedostojen tuominen ohjelmointiymparistdon on mahdollista. Ohjelma
voidaan suorittaa komentona komentoriville tai .m-tiedostona, eli scriptina. Scriptit
mahdollistavat ohjelmien muokkaamisen ja suorittamisen ohjelmistossa, niiden mutkat-

toman tallentamisen tai jakamisen itselle ja muille.
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Tassa tyossa kaytetadn Matlabin tamanhetkistda uusinta julkistettua versiota, R2023b.
Kuitenkin, Matlab-versioita paivitetaan suunnilleen puolivuosittain yleiseen kayttoon, ja
vield useammin beta-versioita, joten uusin versio tulee tarkistaa Matlabin verkkosivuilta.

Osa versioista on tarkoitettu yksityiseen kayttéon ja osa julkiseen.

5.2 Valmistelu

Ellipsille ja pyorahdysellipsoidille tehddan omat ohjelmatiedostot. Ensin tehdadan ellipsin
ohjelma toimivaksi kokonaisuudeksi, ja sen pohjalta laajennetaan py6rahdysellipsoidin

ohjelma. Ohjelmaan sisallytetdan visualisointiominaisuuksia tulosten tallentamiseksi.

Algoritmi noudattelee pseudokielisen algoritmin vaiheita Matlab-ohjelmassa. Matlab-
ohjelmat sisaltavat kommentit jokaisesta vaiheesta, mutta yleisia huomiota ja valmiita

funktioita on hyva selventaa erikseen. Niista lisatietoa seuraavaksi.

5.2.1 Parametrit kayttdjalta

Kayttajalta tarvittavat alkuparametrit ovat todennakdisyys T ja toistokerrat n iteraatiolle.
Alussa todennakadisyys on vaikkapa 1,00. Tama tarkoittaa, etta iteraatiokertoja lisatessa,
pistejoukon odotetaan suppenevan. Toistokerta n on ensin 1. Kun ohjelma on toimiva,
sitd kasvatetaan ensin 10, ja sitten satoihin ja siitd eteenpain. Toistokertoja kasvatetaan,
kunnes pistejoukossa havaitaan odotettuja tuloksia. Ndita alkuparametreja voidaan tes-

tatessa muutella, ja tarkastella niilden muutosten vaikutusta pistejoukkoon.

Vaihdeltavia parametreja ovat myos populaation parametrit, esimerkiksi pisteiden
maara ja niiden saamat arvot. Tassa algoritmissa pisteiden maaraksi on asetettu sata pis-
tettd, ja ne voivat saada alussa arvoja [-100, 100] valilla. Nama pysyvat samoina kokeen
ajan muutoin, mutta pisteiden saamat arvot voivat vaihdella ohjelman edetessa. Para-

metrit ovat muokattavissa yksil6llisiin tarpeisiin.
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5.2.2 Funktiot

Matlabin valmiit funktiot rand() ja randi() ovat satunnaislukugeneraattoreita, jotka tuot-
tavat lukuja annetulta valilta. Tuotettu satunnaisluku on tasajakaumalta. Rand() palaut-
taa desimaaliluvun vililta 0 ja 1, ja randi() palauttaa kokonaisluvun maaritetylta valilta.
Naita funkioita kdytetdan ohjelmassa esimerkiksi populaation satunnaispisteiden luomi-
sessa, valitsemisessa ja luomisessa. Rand() ja randi() satunnaislukugeneraattorit ovat na-
ennadissatunnaislukugeneraattoreita, joten ne eivat oikeasti tuota satunnaisia lukuja,
mutta ovat ndenndisesti riittavan satunnaisia ja lapaisevat satunnaisuuden vaatimukset

ja testit (MathWorks, n.d.).

Matlab kayttdaa satunnaislukugeneroinnissa oletuksena jarjestelman kellonaikaa, mika
tuottaa eri tulokset jokaisella suorituksella. Kuitenkin, jos halutaan maaritella mahdolli-
simman satunnaiset ja ennakoimattomat satunnaisluvut, satunnaislukugeneraattorin
hyddyntama siemenluku voidaan alustaa satunnaiseksi komennolla rng('shuffle'). Funk-

tio varmistaa satunnaisuuden hyédyntamalla nykyista aikaa.

Norm() on Matlabin valmis funktio vektorin euklidisen etdisyyden eli pituuden palautta-
miseksi. Tassa tydssa norm()-funktiota kdytetdan pisteiden etaisyyden laskemiseen ellip-

sin tai pyorahdysellipsoidin origosta, eli pituusakselien suuruuden laskemiseen.

DraweEllipse() ja drawEllipsoid() ovat itsetehtyja funktioita ellipsin ja pyorahdysellipsoidin
piirtamiseksi, ja nditd voi muokata ohjelman sisalla. DrawEllipse() piirtda kaksiulotteisen
ellipsin maariteltyjen paaakselien ja keskipisteen perusteella. DrawEllipsoid() puolestaan
kayttaa yksikkopallon skaalattua muunnosta luodakseen kolmeulotteisen pyorahdysel-
lipsoidipinnan annetuille akselipituuksille ja suuntauksille. Naita funktioita kdytetaan al-

goritmien toiminnan havainnollistamiseen ja tulosten analysointiin graafisesti.
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5.2.3 Pisteen generoiminen

Ellipsi- ja ellipsoidi-algoritmeissa uusi piste generoidaan satunnaisesti maaritellysta ja-
kaumasta ja tarkistetaan sen kelpoisuus suhteessa muodostettuun ellipsiin tai pyorah-
dysellipsoidiin. Tasajakaumasta valitaan satunnainen luku 0 ja 1 valill3, ja verrataan lu-
kuun T. Jos T ja satunnainen luku ovat molemmat tasan 0,5, valitaan uusi satunnaisluku.
Jos satunnaisluku on pienempi kuin T, muodostetaan piste ellipsin tai pyorahdysellip-

soidin sisdpuolelle. Jos suurempi kuin T, piste tulee muodon ulkopuolelle.

Jos piste luodaan muodon sisdapuolelle, niin ensin luodaan satunnaisia pisteita yksik-
kdympyran tai yksikkopallon muodostamiseksi. Ellipsi on kaksiulotteinen kappale, niin
sille muodostetaan yksikkéympyra ja kolmeulotteiselle pyorahdysellipsoidille yksikko-
pallo. Yksikkdympyra tai yksikkopallo ja sen pisteet siirretdan ellipsin tai pyorahdysellip-
soidin kohdalle ja skaalataan sopimaan verrattavaan muotoon. Vain muodostetulla alu-
eella sijaitsevat pisteet kelpuutetaan. Sitten valitaan yksikkdympyran tai yksikképallon
pisteistd satunnainen piste kayttamalla Matlabin randi()-funktiota. Varmistetaan, etta
piste tayttda matemaattiset ehdot pysydkseen halutussa joukossa. Jos piste hyldtaan,

prosessi toistetaan ennalta maaritellylla maksimimaaralla yrityksia.

Jos piste luodaan muodon ulkopuolelle, luodaan satunnainen piste [100, 100] alueelle.
Pistetta ei kuitenkaan valita, jos se on ellipsin tai pydrahdysellipsoidin sisalla tai kehalla,
vaan pisteen luominen toistetaan, kunnes sopiva piste 16ytyy. Jos 20 yrityskerran jalkeen

sopivaa pistetta ei ole saatu muodostettua, maarittelyaluetta kasvatetaan 1,2-kertaiseksi.

Lopulta hyvaksytty piste otetaan kdyttéon ja korvaa aiemmin valitun pisteen iteratiivi-
sessa prosessissa. Generoitu ja korvaava piste on C, muodon kehalla sijaitseva piste. Piste

korvataan, ja seuraavat pisteet valitaan uudelleen uutta muotoa varten.
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5.2.4 Hylkadmismenetelma

Algoritmiin on sisallytetty menetelma hylkddamaan osan muodostetun alueen pisteista.
Tama vaihe on korjaamaan jakauma ellipsin tai pyorahdysellipsoidin kehdnsuunnassa |a-
hemmas tasaista jakaumaa. Yksikkdympyran tai yksikkdpallon jakauma on tasainen, kun
taas ellipsin tai pyorahdysellipsoidin lyhyimmalla puolipituusakselille luodaan suhteessa

useammin satunnaispisteita. IImidta esiintyy erityisesti litteilla muodoilla.

Hylkdaysmenetelman laskukaava perustuu hylkdamisen todennakoisyyteen ja pituusakse-
lien suhteeseen. Menetelma sisallytetdaan ohjelman osaan, jossa uusi piste generoidaan
ellipsin tai pydrahdysellipsoidin sisdlle. Jos tarkasteltava piste hylataan, valitaan uusi sa-
tunnainen piste tarkasteltavaksi muodon sisalta tai pinnalta. Jos hylkayksia tulee 20 pe-
rakkain, viimeisin tarkasteltava piste valitaan joka tapauksessa, jotta ohjelma ei ajaudu
loputtomaan silmukkaan. Lopuksi tuloksissa tarkastellaan vield, tapahtuuko paljon mak-

simimaaran hylkayksia.

5.3 Ellipsi-ohjelma

Ellipsin ohjelma tallennetaan ellipsi.m-tiedostoon. Ohjelman kommenteissa on osioita
valitestailua varten, mutta ne otetaan lopullisesta ohjelmasta pois. Ne eivit siis ole oleel-
lisia algoritmin toiminnan kannalta. Ohjelmassa on siirretty kommentteihin ja jatetty lo-
pullisesta versiosta pois esimerkiksi testauksen osa, jossa varmistetaan pisteen generoin-

nin oikea sijainti.

Algoritmissa 1 on algoritmin Matlab-ohjelma ellipsille, ja se |6ytyy kokonaisuudessaan
liitteestd 1. Ohjelma sisdltda myos tulosten graafisen tulkinnan, ja tulosten lukujen tulos-

tamisen.
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Algoritmia on testailtu eri arvoilla T ja n, ja testauksessa on tarkasteltu kuvaajassa uuden
pisteen C toiminta. Ohjelma on todettu ndiden pohjalta toimivaksi niin, etta voidaan

edetd ohjelman muokkaukseen ellipsoidille.

5.4 Ellipsoidi-ohjelma

Pyorahdysellipsoidin ohjelma tallennetaan ellipsoidi.m-tiedostoon. Ohjelman kommen-
teissa on osioita valitestailua varten, mutta ne otetaan lopullisesta ohjelmasta pois. El-
lipsoidin ohjelma on muokattu ellipsi-ohjelman pohjalta, ja siihen on lisatty kolmannen
ulottuvuuden tuomat ominaisuudet. Tama on pyritty huomioimaan kokonaisuudessaan
pyorahdysellipsoidin algoritmissa. Ellipsoidi-ohjelmalle on tehty samat valitestaukset
kuin ellipsi-ohjelmalle, jotta mahdolliset virheet huomataan ja korjataan aikaisessa vai-

heessa.

Algoritmissa 2 on algoritmin Matlab-ohjelma pyorahdysellipsoidille, ja se 16ytyy kokonai-
suudessaan liitteesta 2. Ohjelma sisaltda myos tulosten graafisen tulkinnan, ja tulosten
lukujen tulostamisen. Tuloksiin talletetaan osa kuvaajista ja results-vektorin tulokset. Re-
sults-vektoriin on tallennettu iteraatiokerta, populaatiopisteiden keskietaisyys origosta

seka varianssiarvo.
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6 Tulokset

Tuloksista odotetaan, etta tarpeeksi monella iteraatiokerralla populaatio alkaa hajaantua,
supistua tai pysyy samana, ja tahan vaikuttaa todennakaoisyys T:n arvo. Raja-arvoja ovat
0, 0,5 ja 1. T:n arvolla T<0,5 populaatio hajaantuu, T>0,5 populaatio supistuu ja T=0,5
populaatio pysyy suurin piirtein samana. Tata voidaan tarkastella silmamaaraisesti ku-
vaajista seka laskemalla iteraatiokertojen jalkeen populaatiopisteiden keskimaardinen

etdisyys origosta ja variaatio. Olennaisinta on kokonaisuuden muutos.

Tulokset halutaan molemmista ellipsin ja pydrahdysellipsoidin algoritmista. Ohjelmalla
voidaan tuottaa kuvaajat maaritellyn valein, ja tulostaa arvoja. Populaatiopisteiden kes-
kimaarainen etdisyys populaation origosta kertoo, milla etaisyydelld uudet pisteet alka-
vat sijaita populaation origosta ndhden. Koska luku on keskiarvo, arvo voi aluksi vaihdella
molempiin suuntiin, mutta lopullinen kokonaisuuden keskiarvo merkitsee. Alun lukuja
tulee verrata viimeisiin iteraatiokertoihin, ja kuvaaja naista luvuista on havainnollistava.
Varianssi puolestaan kertoo, kuinka hajaantuneita populaation pisteet ovat keskipistee-
seen nahden. Korkea varianssi tarkoittaa suurta hajaantumista, pieni varianssi etta pis-

teet ovat tihedmmin keskipisteen ymparilla.

Tuloksissa halutaan myds tarkastella algoritmin kaytannollisyytta, ja mitata eri iteraatio-
kertojen kestoa. Ohjelman suoritusten kestoja mitataan eri T arvoilla, koska silla on eni-
ten merkitysta ohjelman suorituksen kestoon. Mittaukset tehdaan ellipseille ja pyorah-

dysellipsoideille.

Ellipsi- tai ellipsoidi-ohjelma suoritetaan ja tulokset kirjataan ylos. Vaihdeltava parametri
on T, ja iteraatiokerroiksi n maaritellaan 300. Tarvittaessa n kasvatetaan, mutta tuloksia
saattaa nakya jo varhaisemmassa vaiheessa. Jokaisesta iteraatiosta on tulostettu arvo,
joten ei ole merkitysta, jos tuloksia saadaan jo pienemmalld maaralla iteraatiokertoja.
300 iteraatiokertaa ei ole havaittu testauksen aikana vievan liikaa aikaa ollakseen epa-

kdytannollinen, mutta nayttavan jo alustavasti tuloksia.
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lImididen tehostamiseksi ohjelmat suoritetaan uudelleen pienemmalla populaatiolla ja
kasvattamalla iteraatiokertoja. Samalla tarkkaillaan algoritmin antamien tulosten ja po-

pulaation stabiiliutta.

6.1 Ellipsi, T=0,00

Ellipsi-ohjelma suoritetaan, maaritetdaan todennakoisyydeksi T=0,00. Kuvaajista poimi-
taan kolme kuvaa, ja tarkastellaan joukkoa silmamaaraisesti. Hypoteesi T:n arvoon pe-
rustuen on, ettd joukko hajaantuu. Lopuksi vahvistetaan asia tulostettujen arvojen ja nii-

den muutosten perusteella.

Kuvassa 13 on ellipsi-ohjelman alkuvaiheita, ja kuvassa 14 iteraatio 300. Kuvassa 14 na-
kyy paremmin, kuinka alkuperdinen pistejoukko on alkanut hajaantumaan maaritellyn
alueen reunoille, ja pisteita lahtee keskitsta. Tama on hypoteesin mukaisesti. Populaa-

tion hajaantumisen myo6ta koordinaatiston asteikko muuttuu.

Ensimmainen ellipsi ennen iteraatiota 300 F Iteraatio 100

200

ar - ' . 100

o e

-200 "

300 - 1l 8 N s - ' &

Kuva 13. Ellipsi, T=0,00, alkuiteraatiot.

400
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Iteraatio 300

1400
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Kuva 14. Ellipsi, T=0,00, iteraatio 300.

Taulukossa 3 on ellipsi-ohjelman pistejoukolle keskimaarainen etdisyys populaation ori-
gosta ja pistejoukon varianssin arvoja joka 50. iteraatio. Yksittaisten arvojen sijaan muu-
toksissa tulee tarkastella kokonaisuutta ja alku- ja lopputilannetta. Keskietdisyyden suu-
reneminen alkutilanteesta tarkoittaa, ettd keskimaarin pisteet hajaantuvat populaation

origosta. Varianssin tasainen kasvu samoin.
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Taulukko 3. Ellipsi, T=0,00, keskietaisyys ja varianssi.

Iteraatio Keski-etdisyys Varianssi 1.0e+04
0 71 6,29

50 134 13,52

100 126 21,95

150 190 41,12

200 256 79,41

250 538 173,75

300 441 380,61

Kun iteraatiokertojen maaraa lisataan, voidaan tarkastella populaation hajaantumiskayt-
taytymista. Samalla voidaan tutkia populaation stabiiliutta sekad hajaantumisen nopeutta

suhteessa odotettuihin tuloksiin.

Ensimmainen ellipsi ennen iteraatiota 4000 1 Iteraatio 1000

X 3000 |
g /"’dﬂh\\
. (i AN
- \ 2000
) : |
. ! |
4 / 1000
/- o
[
[ ..t / a
| - /
4 ( / . 1000
F \ i '
N 2000
-100 2000 -. ; . : : . . ,
-150 -100 50 0 50 100 4000 3000 -2000 1000 O 1000 2000 3000 4000

Kuva 15. Ellipsi, T=0,00, populaation kehittyminen.
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Iteraatio 5000
4000

3000 :

2000

1000

-1000

-2000

-3000

_4000 1 | 1 1 | 1 |
-4000 -3000 -2000 -1000 0 1000 2000 3000

Kuva 16. Ellipsi, T=0,00, populaation kehittyminen, iteraatio 5000.

Kuvassa 15 ja 16 populaation hajautuminen. Populaatiopisteet kerdantyvat maltillisesti
maarittelyalueen reunoille ja nurkkiin, ja keskiosa harvenee. Iteraatiokertojen nostami-

nen 5000 saakka ei enda merkittavasti korosta hajaantumisilmiota.

Hajaantumista ja pisteiden kertymista reunoille voitaisiin viela korostaa erityisilla eh-
doilla, kuten painotetulla satunnaisuudella ja pisteiden generointi suhteessa ellipsiin.
Tassa tutkimuksessa siihen ei ole tarvetta, silla tarkoitus on vain ymmartaa ja havainnol-

listaa hajaantumista.

6.2 Ellipsi, T=0,50

Ellipsi-ohjelma suoritetaan, maaritetdan todennakoisyydeksi T=0,50. Kuvaajista poimi-

taan kolme kuvaa, ja tarkastellaan joukkoa silmamaardisesti. Hypoteesi T:n arvoon
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perustuen on, ettd joukko pysyy suurin piirtein samalla alueella. Lopuksi vahvistetaan

asia tulostettujen arvojen ja niiden muutosten perusteella.

Kuvassa 17 on ellipsi-ohjelman alkuvaiheita, ja kuvassa 18 iteraatio 300. Kuvissa ei ole
huomattavaa muutosta pistejoukossa, millekdan alueelle ei kasaannu pisteita ja missaan
ei ole erityisen harvaa aluetta, kun verrataan alkuperaiseen pistejoukkoon. Tama on hy-
poteesin mukaisesti. Yksittaisia pisteita erkaantuu paapopulaatiosta, mutta kokonaisuus

pysyy tasaisena.

Iteraatio 100

o Ensimmainen ellipsi ennen iteraatiota 150 -
. - . -
0 , ' SN
) \‘ \\-\'\ " - ' " 50
2 \ ) s
\ _— . o
20 ’ - \
B - \"\.\ " A \'.
a0 ) \ B . J -50
. — . ., - tepg)
= M
N . . -100
B B 4 -20 2 4 & 8 -150 -100 -50 o 50 100 150

Kuva 17. Ellipsi, T=0,50, alkuiteraatiot.
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Iteraatio 300

200 |
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Kuva 18. Ellipsi, T=0,50, iteraatio 300.

Taulukossa 4 on ellipsi-ohjelman pistejoukolle keskimaardinen etdisyys populaation ori-
gosta ja pistejoukon varianssin arvoja joka 50. iteraatio. Yksittaisten arvojen sijaan muu-
toksissa tulee tarkastella kokonaisuutta ja alku- ja lopputilannetta. Keskietaisyyden ja va-
rianssin pieni kasvu selittyy yksittaisten pisteiden satunnaisuudella ja silla, etta ellipsin

keha yltaa hieman populaatiojoukon yli. Iteraatiokertoja lisdtessa ilmi6 tasaantuu.
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Taulukko 4. Ellipsi, T=0,50, keskietdisyys ja varianssi.

Iteraatio | Keski-etdisyys Varianssi 1.0e+04
0 78 6,76

50 119 13,10

100 121 18,79

150 184 26,18

200 189 33,17

250 195 44,48

300 315 63,65

Populaation kadyttaytymisen tehostamiseksi, iteraatiokerroiksi asetetaan 500. Populaa-
tion alkutilannetta verrataan lopputilanteeseen, ja tuloksista tarkastellaan populaation

tilan kehittymista.

Iteraatio 500
Ensimmainen ellipsi ennen iteraatiota 400

300 [
200

100

-100

-200 1

-400

Kuva 19. Ellipsi, T=0,50, populaation kehittyminen.

Kuvassa 19 ei ole huomattavaa populaatiopisteiden keradantymista eika voimakasta ha-
jaantumista. Iteraatiokertojen nostamisella ei ole kokonaisuuden kannalta merkitysta.

Tama on odotettujen tulosten mukaisesti.
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6.3 Ellipsi, T=1,00

Ellipsi-ohjelma suoritetaan, maaritetdan todennakoisyydeksi T=1,00. Kuvaajista poimi-
taan kolme kuvaa, ja tarkastellaan joukkoa silmamaaraisesti. Hypoteesi T:n arvoon pe-
rustuen on, etta joukko suppenee. Lopuksi vahvistetaan asia tulostettujen arvojen ja nii-

den muutosten perusteella.

Kuvassa 20 on ellipsi-ohjelman alkuvaiheita, ja kuvassa 18 iteraatio 300. Kuvassa 21 na-
kyy paremmin, kuinka alkuperdinen pistejoukko on alkanut suppenemaan maaritellyn
alueen keskelle, ja pisteita lahtee maaritellyn alueen reunoilta. Tama on hypoteesin mu-

kaisesti.

P _— . . Iteraatio 100
Ensimm3inen ellipsi ennen iteraatiota 150

TLoea

-180

-150 ' L -200 . . .
-100 50 0 50 100 150 -100 50 0 50 100 150 200

Kuva 20. Ellipsi, T=1,00, alkuiteraatiot.
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Iteraatio 300

80

60 [

20 |

-80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100

Kuva 21. Ellipsi, T=1,00, iteraatio 300.

Taulukossa 5 on ellipsi-ohjelman pistejoukolle keskimaarainen etdisyys populaation ori-
gosta ja pistejoukon varianssin arvoja joka 50. iteraatio. Yksittaisten arvojen sijaan muu-
toksissa tulee tarkastella kokonaisuutta ja alku- ja lopputilannetta. Keskietaisyyden pie-
neneminen alkutilanteesta tarkoittaa, etta keskimaarin pisteet supistuvat origoon nah-

den. Varianssin tasainen pieneneminen samoin.
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Taulukko 5. Ellipsi, T=1,00, keskietaisyys ja varianssi.

Iteraatio | Keski-etdisyys Varianssi 1.0e+04
0 91 7,21
50 97 7,64
100 79 6,83
150 90 6,20
200 78 5,82
250 61 4,84
300 70 5,06

Populaation kayttaytymisen tehostamiseksi, iteraatiokerroiksi asetetaan 5000. Populaa-
tion alkutilannetta verrataan lopputilanteeseen, ja tuloksista tarkastellaan populaation

tilan kehittymista.

. S . . lteraatio 5000
Ensimmainen ellipsi ennen iterastiota

200
100
150
50+
10t ) . ot P
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Coe R 50+
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~100 n P il L i L I " L L I I 1 1 1
200 150 100 50 0 50 100 150 250 200 150 -100 50 O 50 100 150 200

Kuva 22. Ellipsi, T=1,00, populaation kehittyminen.

Kuvassa 22 on populaation kehittyminen alkuasetelmasta lahes pistemaiseksi muodoksi.
Pistejoukon kehittyessa se jatkaa supistumista yha pienemmalle alueelle, ja alkuperai-
sesta nakokulmasta yksittdisia populaation pisteita ei pysty erottamaan toisistaan. Alku-

peraisen maarittelyalueen reunat ja nurkat tyhjenevat pisteista.
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6.4 Ellipsoidi, T=0,00

Ellipsoidi-ohjelma suoritetaan, maaritetaan todennakdisyydeksi T=0,00. Kuvaajista poi-
mitaan kolme kuvaa, ja tarkastellaan joukkoa silmamaaraisesti. Hypoteesi T:n arvoon pe-
rustuen on, etta joukko hajaantuu. Lopuksi vahvistetaan asia tulostettujen arvojen ja nii-

den muutosten perusteella.

Kuvassa 23 on ellipsoidi-ohjelman alkuvaiheita, ja kuvassa 24 iteraatio 300. Kuvassa 20
ndakynee paremmin, kuinka alkuperdinen pistejoukko on alkanut hajaantumaan maari-
tellyn alueen reunoille ja nurkkiin, ja keskion pisteet harvenevat. Tama on hypoteesin

mukaisesti. Ilmiota voi olla hankala havaita 3D-mallin 2D-kuvasta.

. . Iteraatio 100
Ensimmdinen ellipseidi ennen iteraatiota

150 - 200 .,
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Kuva 23. Ellipsoidi, T=0,00, alkuiteraatiot.
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Iteraatio 300
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Kuva 24. Ellipsoidi, T=0,00, iteraatio 300.

Taulukossa 6 on ellipsoidi-ohjelman pistejoukolle keskimaarainen etaisyys populaation
origosta ja pistejoukon varianssin arvoja joka 50. iteraatio. Yksittdisten arvojen sijaan
muutoksissa tulee tarkastella kokonaisuutta ja alku- ja lopputilannetta. Keskietaisyyden
suureneminen alkutilanteesta tarkoittaa, ettd keskimaarin pisteet hajaantuvat origosta.

Varianssin tasainen kasvu myos.

Taulukko 6. Ellipsoidi, T=0,00, keskietdisyys ja varianssi.

Iteraatio | Keski-etdisyys Varianssi 1.0e+04
0 105 0,98
50 156 1,36
100 122 1,73
150 138 2,14
200 162 3,06
250 189 4,00
300 223 5,43
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Populaation kayttaytymisen tehostamiseksi, populaation kooksi asetetaan 20 ja iteraa-
tiokerroiksi 1000. Populaation alkutilannetta verrataan lopputilanteeseen, ja tuloksista

tarkastellaan populaation tilan kehittymista.

Ensimmainen ellipsoidi ennen iteraatiota Iteraatio 1000

200
’ 400 4
) o

100 300
200 4

100 4

<100 4

-200 -200 4
200

100 S~ 200 0 - 20
0 — 200 100 - - 100
. o

Kuva 25. Ellipsoidi, T=0,00, populaation kehittyminen.

Kuvassa 25 on populaation hajautuminen. Kuten ellipsilla, populaatiopisteet keradntyvat

maltillisesti maarittelyalueen reunoille ja nurkkiin, ja keskiosa harvenee.

6.5 Ellipsoidi, T=0,50

Ellipsoidi-ohjelma suoritetaan, maaritetdaan todennakoisyydeksi T=0,50. Kuvaajista poi-
mitaan kolme kuvaa, ja tarkastellaan joukkoa silmamaaraisesti. Hypoteesi T:n arvoon pe-
rustuen on, etta joukko suurin piirtein samalla alueella. Lopuksi vahvistetaan asia tulos-

tettujen arvojen ja niiden muutosten perusteella.

Kuvassa 26 on ellipsoidi-ohjelma alkuvaiheita, ja kuvassa 27 iteraatio 300. Kuvissa ei ole
huomattavaa muutosta pistejoukossa, millekaan alueelle ei kasaannu pisteitd ja missaan
ei ole erityisen harvaa aluetta, kun verrataan alkuperdiseen pistejoukkoon. Tama on hy-

poteesin mukaisesti.
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Iteraatio 100

Ensimmadinen ellipsoidi ennen iteraatiota
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Kuva 26. Ellipsoidi, T=0,50, alkuiteraatiot.
Iteraatio 300

200 -
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Kuva 27. Ellipsoidi, T=0,50, iteraatio 300.

Taulukossa 7 on ellipsoidi-ohjelman pistejoukolle keskimaardinen etdisyys populaation
origosta ja pistejoukon varianssin arvoja joka 50. iteraatio. Yksittdisten arvojen sijaan

muutoksissa tulee tarkastella kokonaisuutta ja alku- ja lopputilannetta. Keskietdisyyden



64

pysyminen suunnilleen samana alkutilanteesta tarkoittaa, etta keskimaarin pisteet esiin-
tyvat origosta katsottuna samalla etdisyydella. Varianssin tasaisena pysyminen samoin.
Yksittaiset arvot saattavat vaihdella satunnaisuuden vuoksi, mutta tasaantuvat iteraatio-

kertojen kasvaessa.

Taulukko 7. Ellipsoidi, T=0,50, keskietaisyys ja varianssi.

Iteraatio | Keski-etdisyys Varianssi 1.0e+04
0 122 0,96
50 101 1,00
100 118 0,90
150 104 0,93
200 126 1,05
250 92 1,01
300 94 1,21

Populaation kayttaytymisen tehostamiseksi, iteraatiokerroiksi asetetaan 1000. Populaa-
tion alkutilannetta verrataan lopputilanteeseen, ja tuloksista tarkastellaan populaation

tilan kehittymista.

idi ennen i i lteraatio 1000
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Kuva 28. Ellipsoidi, T=0,50, populaation kehittyminen.

Kuvassa 28 ei ole huomattavaa populaatiopisteiden kerdantymista eika hajaantumista,
kuten ellipsilla. Iteraatiokertojen nostamisella ei ole kokonaisuuden kannalta merkitysta.

Tama on odotettujen tulosten mukaisesti.
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6.6 Ellipsoidi, T=1,00

Ellipsoidi-ohjelma suoritetaan, maaritetdaan todennakdisyydeksi T=1,00. Kuvaajista poi-
mitaan kolme kuvaa, ja tarkastellaan joukkoa silmamaaraisesti. Hypoteesi T:n arvoon pe-
rustuen on, etta joukko suppenee. Lopuksi vahvistetaan asia tulostettujen arvojen ja nii-

den muutosten perusteella.

Kuvassa 29 on ellipsoidi-ohjelman alkuvaiheita, ja kuvassa 30 iteraatio 300. Kuvassa 24
nakyy paremmin, kuinka alkuperainen pistejoukko on alkanut suppenemaan maaritellyn
alueen keskelle, ja pisteita lahtee maaritellyn alueen reunoilta ja kulmista. Tama on hy-

poteesin mukaisesti.

Ensimmadinen ellipsoidi ennen iteraatiota Iteraatio 100
00 T 2 = 200
N B ) 150
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w 100
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> - 0 ~
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Kuva 29. Ellipsoidi, T=1,00, alkuiteraatiot.
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Iteraatio 300
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Kuva 30. Ellipsoidi, T=1,00, iteraatio 300.

Taulukossa 8 on ellipsoidi-ohjelman pistejoukolle keskimaarainen etdisyys populaation
origosta ja pistejoukon varianssin arvoja joka 50. iteraatio. Yksittdisten arvojen sijaan
muutoksissa tulee tarkastella kokonaisuutta ja alku- ja lopputilannetta. Keskietdisyyden
pieneneminen alkutilanteesta tarkoittaa, ettd keskimdaarin pisteet supistuvat origoon

ndahden. Varianssin tasainen pieneneminen samoin.

Taulukko 8. Ellipsoidi, T=1,00, keskietdisyys ja varianssi.

Iteraatio | Keski-etdisyys Varianssi 1.0e+04
0 105 1,00
50 122 0,69
100 88 0,51
150 96 0,34
200 57 0,22
250 37 0,17
300 58 0,10
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Populaation kayttaytymisen tehostamiseksi, iteraatiokerroiksi asetetaan 1000. Populaa-
tion alkutilannetta verrataan lopputilanteeseen, ja tuloksista tarkastellaan populaation

tilan kehittymista.

Ensimmadinen ellipsoidi ennen iteraatiota
Iteraatio 1000

b4

Gt e & .
et 150

0 50 P e %

Kuva 31. Ellipsoidi, T=1,00, populaation kehittyminen.

Kuvassa 31 on populaation kehittyminen alkuasetelmasta lahes pistemaiseksi muodoksi.
Pistejoukon kehittyessa se jatkaa supistumista yha pienemmalle alueelle, ja alkuperai-
sesta nakokulmasta yksittdisia populaation pisteita ei pysty erottamaan toisistaan. Maa-

rittelyalueen reunat ja nurkat tyhjenevat pisteista.

6.7 Ajanmittaus, hylkdysmenetelman tarpeellisuus

Ohjelmaan on sisalletty ajanotto millisekunteina ohjelman suoritukselle. Taulukoissa 9 ja
10 on ajanotto ellipsi- ja ellipsoidi-ohjelmille. T:n arvo pysyy samana 0,5, ja kuvaajia piir-
retdan joka 50. iteraatio huolimatta kokonaisiteraatiomaarasta. Iteraatiomaara aloite-
taan yhdesta ja kasvatetaan merkittyyn maaraan, ja jokaisesta suoritteesta merkitdan

tuloksiin aika.
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Taulukko 9. Ellipsi-ohjelman ajanmittaus.

Iteraatiot, ellipsi-ohjelma Aika [ms]
1 176.91

2 187.25

3 211.16
10 333.51
100 1703.72
300 4700.24
500 7139.02
1000 14690.13

Taulukko 10. Ellipsoidi-ohjelman ajanmittaus.

Iteraatiot, ellipsi-ohjelma Aika [ms]
1 201.94

2 216.65

3 240.50
10 334.95
100 1683.98
300 4201.11
500 7182.29
1000 14589.92

Yksittaisten iteraatioiden vaihtelevuus voi selittya ohjelmiston evasteilla. Ohjelmisto voi
tallentaa ohjelmasta tietoa optimoidakseen seuraavan suorituksen. Keskenaan ellipsi- ja
ellipsoidi-ohjelmaa vertailemalla nahdaan, etta ellipsoidi-ohjelma on hieman hitaampi,
ja se johtunee kolmannen ulottuvuuden lisdamasta kuormituksesta ohjelman suorituk-

seen.

Kuitenkin jopa 1000 iteraatiolla ohjelman ajankesto on maltillinen molemmille ohjelmille,
noin 14-15 sekuntia. Tutkitulla pistejoukolla tutkittava tieto saavutetaan pienemmalla
iteraatiomaaralla. Jos on tarve tutkia erilaista pistejoukkoa tai ohjelmasuorituksia tullaan
tekemaan huomattavan monta kertaa, voi olla hyva tarkastella ohjelman sisaltéa uudel-
leen tai perehtya toiseen ohjelmistoon. Tassa tutkimuksessa ohjelman suoritusten ajan-

kesto on suhteellisen pieni.
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Taulukko 11. Hylkdaysmenetelman kaytto.

Tapaukset Osuus (tapaukset/kaikki)
Ellipsi, T=0,0 0 0
Ellipsi, T=0,5 82 0,27
Ellipsi, T=1,0 153 0,51
Ellipsoidi, T=0,0 | O 0
Ellipsoidi, T=0,5 | 78 0,26
Ellipsoidi, T=1,0 | 129 0,43

Taulukossa 11 on iteraatiokohtaiset tapaukset hylkdadmismenetelman kaytosta ohjelman
suorituksen aikana. Yhden iteraatiotapauksen aikana on kaytetty yhden tai useamman
kerran menetelmaa. Jokaisessa ohjelmansuorituksessa on ollut 300 iteraatiokertaa, ja

molempia ellipsi- ja ellipsoidi-ohjelmaa on suoritettu T:n arvoilla 0, 0,5 ja 1.

T:n ollessa 0, ohjelma ei kayta kertaakaan hylkdysmenetelmaa. Tama on johdonmukai-
nen tulos, silla hylkdysmenetelmaa kaytetaan vain, kun piste lisatdaan ellipsin tai pyorah-
dysellipsoidin sisalle. Eniten kayttokertoja hylkdidmismenetelmalle on T:n ollessa 1, ja el-
lipsi-ohjelma kayttaa hylkdamismenetelmda enemman kuin ellipsoidi-ohjelma. Hylkaa-
mismenetelma on valmisteltu erityisen litteita ellipseja ja pyorahdysellipsoideja varten,
joten ellipsi saattaa olla alttiimpi muodostumaan littedksi. T:n arvolla 0,5, tulokset ovat

T:n muiden arvojen valissa.

Hylkdysmenetelmaa kadytetaan mahdollisesti jopa puolella iteraatiokerroista. Osuus kai-
kista tapauksista on sen verran korkea, ettd hylkdysmenetelma on hyva sisallyttda koo-
diin tasaamaan jakauman oikeanlaiseksi. Poikkeus on, jos ennalta tietaa kayttavansa vain

arvoa T=0.
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7 Johtopaatokset

Algoritmia voidaan kayttaa tutkittaessa hyperelliptistd satunnaisjakaumaa, ja Matlab
sopii tulosten tuottamiseen kdytanndssa. Algoritmissa pystytdan saatamaan
todennakoisyysparametria T, generoimaan pistejoukko, mallintamaan kuvaajaan
satunnaisjakauma ja piirtamaan ellipsit ja pyorahdysellipsoidit. Iteraatiokertoja
pystytdaan kasvattamaan. Kuvaajat ja muut tulokset pystytaan tallentamaan. Ohjelmiston

vaatima aika ohjelmien suoritukseen on suhteellisen pieni.

Tulokset tasmaavat niille asetettuja odotusarvoja. Ennakolta asetetut oletusarvot olivat,
ettd joukko suppenee todennakdéisyyden T ollessa suurempi kuin 0,5, ja laajenee T ollessa
pienempi kuin 0,5. T ollessa tasan 0,5 joukko ei suppene eika laajene, vaan pysyy suun-
nilleen tasaisena. Koetta toistettaessa todetaan pisteista joukon suppeneminen tai laa-
jeneminen. Tulokset saadaan molemmille ellipsille ja pyordahdysellipsoidille, ja naista
saadaan kuvaajien lisaksi tulokset pistejoukon keskimaaraiselle etdisyydelle origosta ja

pistejoukon varianssille.

Tulevaisuudessa algoritmia voidaan laajentaa kasittelemaan yha moniulotteisempia pyo-
rahdyshyperellipsoideja, ja pyorahdyskappaleen maaritelman vuoksi moniulotteisillekin
pyorahdyshyperellipsoideille riittdaa kolme pistetta pyorahdyskappaleen muodostami-
seen. Naille n-ulotteisille pyorahdyskappaleille maaritelldan kolme pistetta, kaksipoltto-
pistetta ja yksi kehapiste, ja niista lasketaan puolipituusakselit. Tata tietoa ja pyorahdys-
hyperellipsoidin ominaisuuksia hyodyntamalld noudatellaan algoritmin kaavaa. Samoin
kaikki sovelletut prosessit ovat suoraan yleistettavissa tai skaalattavissa korkeampiulot-
teisiin tapauksiin. Kovin monimutkaisten mallien kasittelyssé on mahdollisuus joutua

kayttdmaan toista ohjelmistoa, mutta algoritmin kaava pysyy samana.

Kehitetty algoritmi on yleisluontoinen, ja sitd on mahdollista hyodyntda erilaisiin
kayttotarkoituksiin. Esimerkkind neuroverkot, sen kasitteen alla on monia hyperellipseja
ja populaatioita yhdistavia kayttokohteita. Algoritmi on muokattavissa yksil6llisiin

tarpeisiin yksinkertaisimmillaan parametreja vaihtelemalla. Sateittdissuunnassa kaytetty
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satunnaisjakauma on mahdollista vaihtaa tarvittaessa mihin tahansa muuhun
satunnaisjakaumaan, esimerkiksi normaalijakaumaan. Ohjelmasta voidaan myos

muokata, poistaa tai lisata osioita.

Ohjelmaan tuleva, pienehkd, kehityskohde voisi olla kdyttdjdystavallisyyden lisddminen.
Talla hetkella todennakoisyyden T:n ja iteraatiokertojen n maara vaihdetaan ohjelman
sisalla. Ohjelman voisi muokata kysymaan kayttajalta parametrit ohjelmaa suorittaessa,
ja kayttaja syottaisi luvut. Tama olisi hyva lisa myos piirrettyjen kuvaajien maaran luvulle.
Kayttajaystavallisyyden lisdadminen olisi optimaalisin  siind vaiheessa, kun
kayttokohteeseen otetaan ohjelma tydkaluksi. Silloin voidaan ottaa huomioon myds

alkupopulaation parametrien vaihdot ja muut muokkaukset.

Olisi my6s mielenkiintoista verrata, padastaankd samaan johtopaatdkseen eri
tutkimusmenetelmalla. Tassa tyossa kaytettiin suunnittelutieteellista
tutkimusmenetelmaa tutkimusongelman ratkaisun |6ytdmiseksi, mutta toisia
tutkimusmenetelmia, kuten laadullista tai maarallistd, voisi kayttdaa arvioimaan
algoritmin luotettavuutta tai tarkkuutta. Niitd voisi myds hyddyntda jatkojalostamaan
tuloksia eri kayttotarkoituksia varten, tai yhdistda naitd menetelmia toisessa

tutkimuksessa.
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Liitteet

Liite 1. Algoritmi 1.

tic; % Kaynnistetaan ajastin

% Maaritellaan todennakdisyys, etta piste on ellipsin sisalla
(0-1)
T = 0.50;

population size = 100;
population = -100 + (200).*rand(population size, 2);

Valitaan alkuperdiset pisteet

= population(randi (population size), :);
= population (randi (population size), :);
= population(randi (population size), :);
center = real((A + B) / 2); % Keskipiste
dl = norm(C - A); % Polttopistel

d2 = norm(C - B); % Polttopiste?2

[o)

circle = norm(A - center); % Etadisyys kehéalle

QW P oe
|

Q

% Piirretdaan ensimmédinen ellipsi

figure;

scatter (population(:,1), population(:,2), 'b.'"');

hold on;

scatter(A(l), A(2), 'ro', 'filled');

scatter(B(l), B(2), 'go', 'filled');

scatter(C(1), C(2), 'mo', 'filled');

text (A(l), A(2), ' A', 'Color', 'r', 'FontSize', 12);
text (B(1), B(2), ' B', 'Color', 'g', 'FontSize', 12);
text (C(l), C(2), ' C', 'Color', 'm', 'FontSize', 12);

drawEllipse (center, A, B, C);
title('Ensimmédinen ellipsi ennen iteraatiota');

% Nelidjuurifunktio, imaginaariluvun valttdminen
safe sgrt = @(x) sgrt(max(x, 0));

Q

% Keskimédarainen etdisyys ja varianssi

avg distance = mean (sqrt((population(:,1) - center(l))."2 +
(population(:,2) - center(2)).72));

total variance = var (population(:,1)) + var(population(:,2));
rejection rounds = 0;

n = 300; % Iteraatiot

$Tulostaulukko
results = zeros(n, 3);
results(1l, :) = [0, avg distance, total variance];

for iter = 1:n
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rng ('shuffle');

% Satunnaiset pisteet yksikkoympyrasta
-1 + 2*rand (10000,1);

-1 + 2*rand (10000,1);

istances = sqrt(x.”2 + y."2);

= x(distances <= 1);

y (distances <= 1);

KX O X

Q

% Skaalataan ja siirretdd@n generoidut pisteet
ellipse x scale = (dl + d2)/2;

ellipse y scale = safe sqgrt(ellipse x scale®2 - «cir-
cle”2);

x ellipse = center(l) + x * ellipse x scale;

y ellipse = center(2) + y * ellipse y scale;

[o)

% Tarkistetaan, mitka pisteet ovat ellipsin sisalla
distances from center = ((x ellipse - center(l))."2 /
ellipse x scale™2) +

((y ellipse - center(2)).”2 /
ellipse y scale”2);
X inside = x ellipse(distances from center <= 1);
y inside = y ellipse(distances from center <= 1);

satun = rand;

% Valitaan uusi piste C todennédkodisyydella T
if satun < T && ~isempty(x inside)

random index = randi (length(x inside));

X new = X inside (random index);

y new = y inside (random index);
distance from center = ((x new - center(l))"2 / el-

lipse x scale”2) +
((y new - center(2))"2 / el-
lipse y scale”2);

if distance from center <= 1

max rejections = 20; % Enimmaismaara hylkayksia
ennen hyvaksyntaa
rejection count = 0;

while true

R ellipsi = sqgrt((x new - center(l))”"2 +
(y new - center(2))"2);
O ellipsi = ellipse x scale;

P reject = R;ellipsi_/ O ellipsi; % Hyl-
kdaystodennakdisyys

r = rand;

% Jos hylkaysehto ei tayty tai ollaan hylatty
liian monta kertaa, hyvaksytaan piste



max rejectio

ter(1))"2 /
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if P reject <= r || rejection count >=
ns
C new = [X new, y new];
break;
end

random index = randi (length(x inside));
X new = x inside (random index);
y new = y inside(random index);
distance from center = ((x_ new - cen-
ellipse x scale”2) +
((y_new - center(2))"2 / el-
enz);

rejection count = rejection count + 1;

if rejection count >= max rejections
disp('Maksimihylkays taynna.')

end
end
if rejection count > 0
rejection rounds = rejection rounds+l;
end
rejection count = 0;
random index = randi (length(x));
C new = [x (random index) * ellipse x scale,

y(random index) * ellipse y scale];

else
end
% Jos ta
elseif s
satu
% Piste
elseif s
max
atte
rang
foun
whil

cle”2);

jor axis”2)

san 0.5, arvotaan uudelleen
atun == 0.5 && T == 0.5
n = rand;

ellipsin ulkopuolelle

atun > T

attempts = 20;

mpt = 1;

e = 100; % Alkuperainen alueen puolikas

d = false;

e ~found && attempt <= max attempts

X rand = -range + 2 * range * rand;

y rand = -range + 2 * range * rand;

random point = [x rand, y rand];

major axis = ellipse x scale;

minor axis = safe sqgrt(ellipse x scale”2 - cir-
ellipse equation = (random _point (1)"2 / ma-

+ (random point (2)"2 / minor axis”2);
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if ellipse equation > 1
found = true;
C new = random point;

else
attempt = attempt + 1;
range = range * 1.2; % Laajennetaan aluetta

asteittain
end
end

% Jos ei loytynyt kelvollista pistettd, hyvaksytadan
viimeinen yritys
if ~found
C new = random point;

end
else
random index = randi (length(x));
C new = [x(random index) * ellipse x scale, y(ran-
dom index) * ellipse y scale];
end
found = false;
% Paivitetaan C uuteen arvoon
population(find(all (population == C(C, 2), 1), :) =
real (C_new) ;
C = real (C _new);
% Valitaan uusi A, B ja C populaatiosta ja paivitetaan
A = population(randi (population size), :);
B = population(randi (population size), :);
C = population(randi (population size), :);
dl = norm(C - A);
d2 = norm(C - B);
center = real ((A + B) / 2);
circle = norm(A - center);
avg distance = mean (sqrt ( (population(:,1) - cen-—
ter(1l)) .2 + (population(:,2) - center(2)).72));
total variance = var(population(:,1)) + var(populat-
ion(:,2));
results(iter+l, :) = [iter, avg distance, total vari-
ance];
% Kuvien piirtédminen maaratyin valein
if mod(iter, 100) ==
figure;
scatter (population(:,1), population(:,2), 'b.");
hold on;

scatter(A(l), A(2), 'ro', 'filled');
scatter(B(l), B(2), 'go', 'filled');
scatter(C(l), C(2), 'mo', 'filled'):;
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text (A(l), A(2), ' A', 'Color', 'r', 'FontSize',
12);

text (B(1l), B(2), ' B', 'Color', 'g', 'FontSize',
12);

text (C(1), C(2), ' c', 'Color', 'm', 'FontSize',
12);

drawEllipse (center, A, B, C);

title(['Iteraatio ', num2str(iter)]);

end

end
time = toc;

Q

% Tulostetaan taulukko lopuksi

disp('Iteraatio | Keski-etdisyys | Varianssi');

disp (results);

display(rejection rounds)

fprintf ('Ellipsi-laskenta kesti %.2f ms\n', time * 1000);

% Funktio ellipsin piirtamiseen
function drawEllipse(center, A, B, C)
t = linspace (0, 2*pi, 1000);

AB = B - A;
dl = norm(C - A);
d2 = norm(C - B);

|~

circle = norm (A center) ;

semi major axis = (dl + d2)/2;

semi minor axis = sqgrt(max(semi major axis”2 - circle”2,
0));

angle = atan2 (AB(2), AB(1l)):;

X = semi major axis * cos(t);

y = semi minor axis * sin(t);

R = [cos(angle), -sin(angle); sin(angle), cos(angle)];

xy = R * [x; vy];

plot (center (1) + =xy(l,:), center(2) + xy(2,:), 'Lin-
eWwidth', 2);

hold on;
end

Algoritmi 1. Ellipsin Matlab-ohjelma. Algoritmi on luotu tekodlya hyddyntdaen yhdista-
malla useaa kehotetta (OpenAl, 2024).
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Liite 2. Algoritmi 2.

tic; % Kaynnistetaan ajastin

% Maaritellaan todennakdisyys, etta piste on ellipsoidin si-
salla (0-1)
T = 0.50;

% Maaritell&an populaation koko ja generoidaan populaatiopis-
teet

population size = 100;

population = -100 + (200).*rand(population size, 3);

Alustetaan kolme pistetta A, B, C

= population(randi (population size), :);
= population(randi (population size), :);
= population(randi (population size), :);
center = real((A + B) / 2); % Keskipiste
dl = norm(C - A); % Polttopistel

d2 = norm(C - B); % Polttopiste?2

Q

circle = norm(A - center); % Etaisyys kehédlle

OUijo\O
|

Q

% Piirretdaan ensimmédinen ellipsoidi

figure;

scatter3 (population(:,1), population(:,2), population(:,3),
'b.");

hold on;

scatter3(A(1), A(2), A(3), 'ro', 'filled');

scatter3(B(l), B(2), B(3), 'go', 'filled'");

scatter3(C(1), C(2), C(3), 'mo', 'filled');

text (A(l), A(2), A(3),' A', 'Color', 'r', 'FontSize', 12);

text (B(1), B(2), B(3), ' B', 'Color', 'g', 'FontSize', 12);
text (C(1), C(2), C(3), ' C', 'Color', 'b', 'FontSize', 12);
drawEllipsoid(center, A, B, C);

title(['Ensimmdinen ellipsoidi ennen iteraatiota'l]);

% Nelidjuurifunktio, imaginaariluvun valttdminen
safe sgrt = @(x) sgrt(max(x, 0));

avg _distance = mean(sqrt (sum((population - center).”2, 2)));
total variance = sum(var (population));

rejection rounds = 0;

$ Iteraatiot

n 300;

results = zeros(n, 3);

results(1l, :) = [0, avg distance, total variance];
for iter = 1:n

rng ('shuffle');

[o)

% Generoidaan satunnaisia pisteitad yksikkopallosta
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X -1 + 2*rand(10000,1);

% -1 + 2*rand (10000,1);

z = -1 + 2*rand(10000,1);

distances = sqgrt(x.”"2 + y."2 + z."2);
x = X(distances <= 1);

y = y(distances <= 1);

z = z(distances <= 1);

Q

% Ellipsoidin akselit

ellipsoid x scale = (dl + d2)/2;

ellipsoid y scale = safe sqgrt(ellipsoid x scale”2 - cir-
cle™2);

ellipsoid z scale = safe sqgrt(ellipsoid x scale”2 - cir-
cle”2);

% Siirretdan ja skaalataan yksikkopallo ellipsoidiin
x ellipsoid = center(l) + x * ellipsoid x scale;
y ellipsoid center(2) + y * ellipsoid y scale;
z ellipsoid = center(3) + z * ellipsoid z scale;

Q

% Tarkistetaan, mitka pisteet ovat ellipsoidin sisalla
distances from center = ((x ellipsoid - center(l))."2 /
ellipsoid x scale”2) +
((y ellipsoid - center(2)).72 /
ellipsoid y scale”2) +
((z _ellipsoid - center(3))."2 /
ellipsoid z scale”2);
x inside = x ellipsoid(distances from center <= 1);

y inside = y ellipsoid(distances from center <= 1);
z inside = z ellipsoid(distances from center <= 1);
satun = rand;

% Valitaan uusi piste C ellipsoidin sisalle
if satun < T && ~isempty(x inside)

random index = randi (length(x inside));

X new = x inside(random index);

y new = y inside (random index);

z new = z inside(random index) ;

distance from center = ((x new - center(l))."2 / el-
lipsoid x scale”2) + ((y new - center(2)).”2 / ellip-

soid y scale”2) +
((z_new - center(3))."%2 / el-
lipsoid z scale”™2);

if distance from center <=1

o)

% Maaritelldén ellipsoidille paaakselit

aa = max([ellipsoid x scale, ellipsoid y scale, el-
lipsoid z scale]); % Suurin padakseli

cc = min([ellipsoid x scale, ellipsoid y scale, el-
lipsoid z scale]); % Pienin padakseli

max rejections = 20;

rejection count = 0;
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accepted = false;
while ~accepted && rejection count < max rejections

% Generoidaan satunnaispiste yksikkopallolta
C new = [0.5*x inside(random index), 0.5*y in-
side (random index), 0.5*z inside (random index)];

% Lasketaan etdisyys origosta (O ellipsoidi)

O ellipsoidi = norm(C _new - center);

% Lasketaan teoreettinen etdisyys ellipsoidilla
tahan suuntaan (R ellipsoidi)

v = (C_new - center) / O ellipsoidi; % Yksikko-
suuntavektori

R ellipsoidi = (aa * cc * ellipsoid z scale) /
sqrt((cc * ellipsoid z scale * v (1))"2 + (aa * ellip-

soid z scale * v(2))A2_¥_(aa * cc * v(3))"2);

% Lasketaan hylkaystodennakoisyys
P reject = abs(R ellipsoidi - O ellipsoidi) / aa;

% Hylataan todennékdisyydella P reject
if rand > P reject
accepted = true;

else

random index = randi (length(x inside));

X new = x inside (random index);

y new = y inside(random index);

z new = z inside(random index);

distance from center = ((x_new - cen-
ter(l))"2 / ellipsoid x scale”2) + ((y new - center(2))"2 /
ellipsoid y scale”2) +

((z_new - cen-—

ter(3))"2 / ellipsoid z scale”2);

aa = max ([ellipsoid x scale, ellip-
soid y scale, ellipsoid z scalel);

cc = min([ellipsoid x scale, ellip-
soid y scale, ellipsoid z scale]);

rejection count = rejection count + 1;

if rejection count >= max rejections
disp('Maksimihylkays taynna.')
end
end
end

if rejection count > 0

rejection rounds = rejection rounds+l;
end

rejection count = 0;
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% Jos maksimi hylkaysmaara saavutettiin, kelpuute-
taan viimeinen piste
if ~accepted

%C new = [x inside(random index), y inside(ran-
dom index), z inside(random index)];
accepted = false;
end
else
random index = randi (length(x));
C new = [x(random index) * ellipsoid x scale,

y(random index) * ellipsoid y scale, =z (random index) * el-
lipsoid z scale];
end

%$Jos tasan 0.5, arvotaan uudelleen
elseif satun == 0.5 && T == 0.5
satun = rand;

$Piste ellipsoidin ulkopuolelle
elseif satun > T

% Lasketaan ellipsoidin akselien pituudet
majora = (dl + d2)/2;
minorb = safe sqgrt(majora”2 - circle”2);
minorc safe sqgrt(majora”2 - circle”2);

max attempts = 20;
attempt = 1;
range = 100;
outside = false;

Alkualue

o°

while ~outside && attempt <= max attempts

o)

% Generoidaan satunnainen piste laajenevalta

alueelta
random point = -range + (2 * range) * rand(l, 3);
% Tarkistetaan, onko piste ellipsoidin ulkopuo-
lella
ellipsoid value = ((random point (1) - cen-
ter(1l))”2 / majora”2) +
((random point (2) - cen-—
ter(2))”2 / minorb”2) +
((random point (3) - cen-

ter(3))”2 / minorc”"2);

if ellipsoid value > 1

outside = true;
C new = random point;
else
attempt = attempt + 1;
range = range * 1.2; % Kasvatetaan aluetta

end
end
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% Jos ei loytynyt ulkopuolista pistetta, hyvaksytéaan
viimeinen
if ~outside

C new = random point;
end
else
random index = randi (length(x));
C new = [x(random index) * ellipsoid x scale, y(ran-

dom index) * ellipsoid y scale, =z (random index) * ellip-
soid z scale];
end

$ Paivitetdaan C uuteen arvoon

population(find(all (population == C, 2), 1), :) = C new;
C = C new;

% Paivitetaan A, B, C ja keskipiste

A = population(randi (population size), :);

B = population (randi (population size), :);

C = population(randi (population size), :);

dl = norm(C - A);

d2 = norm(C - B);

center = real((A + B) / 2);

circle = norm(A - center);

[o)

% Keskimdarainen etdisyys ja varianssi

avg_distance = mean(sqgrt (sum( (population - center).”2,
2)));

total variance = sum(var (population));

results(iter+l, :) = [iter, avg distance, total vari-
ance];

% Joka 10. iteraatiossa piirretaan kuva
if mod(iter, 100) ==
figure;
scatter3 (population(:,1), population(:,2), popula-
tion(:,3), 'b.'");

hold on;

scatter3(A(1), A(2), A(3), 'ro', 'filled');

scatter3(B(l), B(2), B(3), 'go', 'filled'");

scatter3(C(1), C(2), C(3), 'mo', 'filled');

text (A(l), A(2), A(3),' A', 'Color', 'r', 'FontSize',
12);

text (B(1), B(2), B(3), ' B', 'Color', 'g', 'Font-
Size', 12);

text (C(1l), C(2), c(3), c', 'Color', 'b', 'Font-

Size', 12);
drawEllipsoid(center, A, B, C);
title(['Iteraatio ', num2str(iter)]);
end
end
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time = toc; % Tallennetaan aika
disp('Iteraatio | Keski-etaisyys | Varianssi');
disp (results);

display(rejection rounds)

fprintf ('Ellipsoidi-laskenta kesti %.2f ms\n', toc * 1000);
% Funktio ellipsoidin piirtamiseen
function drawEllipsoid(center, A, B, C)

[x, y, z] = sphere(50); % Generoidaan yksikkopallo

AB = B - A;

AC = C - A;

dl norm(C - A);

d2 = norm(C - B);

circle = norm(A - center);

[o)

% Lasketaan ellipsoidin padakselien pituudet

semi major axis = (dl + d2)/2;

semi minor axis = sqgrt(max(semi major axis”2 - circle”2,
0))7

% Kaannds matriisit AB:n ja AC:n mukaan

[U, S, ~] = svd([AB.' AC."']);

% Skaalataan ja pydritetdan ellipsoidiksi

ellipsoid points = U * diag([semi major axis, semi mi-
nor axis, semi minor axis]) * [x(:)'; y(:)'; z(:)'];

% Siirretdan ellipsoidi keskelle
ellipsoid points = center.' + ellipsoid points;

% Piirretdan ellipsoidi

reshape (ellipsoid points(1l,:), size(x));
= reshape (ellipsoid points(2,:), size(y));
reshape (ellipsoid points(3,:), size(z));

N X

surf (X, Y, Z, 'FaceAlpha', 0.5, 'EdgeColor', 'none'); %
Piirretdan ellipsoidi lapinakyvana

hold on;
end

Algoritmi 2. Ellipsoidin Matlab-ohjelma. Algoritmi on luotu tekoalya hyédyntdaen yhdis-
tamalla useaa kehotetta (OpenAl, 2024).



