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TIVISTELMA:

Taman diplomityon tavoite on tutkia siahko- ja magneettikenttia kuvaavan kenttdteorian
matemaattista luonnetta. Tarkoitus on osoittaa, miten hyvd matematiikan osaaminen tukee
kenttateorian oppimista ja ymmartamista.

Aiheen valinta perustellaan kokemuksella siitd, ettad kenttateorian ja siind kdytettavan matema-
tiikan valisen yhteyden hahmottaminen seka niiden oppiminen yleensa tuottavat merkittavia
vaikeuksia. Tassa diplomitydssa pyritddan esittamaan tietyt kenttiteorian ja matematiikan
peruskasitteet siten, ettd ne muodostavat johdonmukaisen ja yhtenaisen kokonaisuuden, ja
nadin motivoimaan matematiikan oppimiseen siind maarin, ettd sitd on aidosti mahdollista
soveltaa kenttateoriaa opiskeltaessa.

TyOssa esitellaan ensin matemaattisia kasitteitd, jotka ovat laheisessa yhteydessa kenttateo-
riaan. Tama osio kasittelee ensisijaisesti vektorianalyysia eli vektorikenttien differentiaali- ja
integraalilaskentaa, sekd muuttujienvaihtoa. Matemaattiset kasitteet esitetdan maaritelmina
ja niista johdettuina tuloksina, joista osa perustellaan. Kasitteet pyritdan kuvaamaan siten,
ettd niihin tydn seuraavissa luvuissa viittaamalla pystytaan yksinkertaistamaan kenttateorian
kasitteiden selittamista. Taman menetelman tarkoitus on keventiaa kenttateoriaa kasittelevan
osion sisdltéa ja samalla havainnollistaa matematiikan merkitysta tyon tavoitteiden mukaisesti.

Varsinaista sdhko- ja magneettikenttien teoriaa selittavien lukujen sisdltdé rakentuu sita
oleellisesti kuvaavien Maxwellin yhtaléiden ja Lorentzin voiman ymparille. Ensin kasitelladn
sahkdvarausten aiheuttamia staattisia sahkokenttia ja Maxwellin | yhtal6a eli Gaussin lakia
sahkokentille. Varausten liikkeen, eli sahkovirran, ja Lorentzin voiman jalkeen kasitelladn
stationaaristen virtojen ja niiden aiheuttamien staattisten magneettikenttien yhteytta seka
johdetaan Maxwellin Il yhtalo eli Gaussin laki magneettikentille.

Taman jalkeen kasitelladn ajasta riippuvia sdahkdmagneettisia kenttia. Talloin johdetaan
Maxwellin IV yhtalo eli Ampére-Maxwellin laki ja esitetdan sahkdomotorisen voiman kasite
seka sahkdmagneettinen induktio. SShkdmagneettisen induktion kasittely jaetaan tilanteisiin,
joissa induktio tapahtuu Lorentzin voiman ja toisaalta Faradayn lain eli Maxwellin Il yhtalon
kuvaaman ilmién vaikutuksesta, ja my6s molempien aiheuttamana.

Havaitaan, etta tyon alkuosassa esitelty matemaattinen sisaltdé on oleellisesti yhteydessa ko-
ko kenttateoriaa kasittelevaan tyon osaan, ja todetaan matematiikan osaamisen hyodyllisyys
kenttateorian ymmartamisen kannalta. Tyén aineisto on laajennettavissa esimerkiksi materi-
aalien vaikutuksen sahko- ja magneettikenttien kayttaytymiseen sekd sahkdmagneettisten aal-
tojen kuvaamiseen.
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ABSTRACT:

The objective of this thesis is to study the mathematical nature of the field theory describing
electric and magnetic fields. The aim is to show how good mathematical skills support the
learning and understanding of field theory.

The choice of the topic is justified by the experience that perceiving the connection between
field theory and the mathematics used in it, as well as learning them in general, is proven to
be significantly difficult. This thesis aims to present certain basic concepts of field theory and
mathematics in a logical and coherent manner, and thus motivate the learning of mathematics
to such an extent that it is genuinely possible to apply it when studying field theory.

The thesis first describes mathematical concepts that are closely related to the electromag-
netic field theory. This section primarily addresses vector analysis meaning the differential
and integral calculus of vector fields, and the change of variables. The mathematical concepts
are presented as definitions and results derived from them, some of which are proved in the
thesis. The concepts are intended to be described in such a way that, by referring to them in
the following chapters of the thesis, it is possible to simplify the description of field theory
concepts. The purpose of this method is to lighten the content of the section addressing the
field theory and at the same time illustrate the importance of mathematics in accordance
with the objectives of the thesis.

The content of the chapters explaining the theory of electric and magnetic fields is built
around the Maxwell equations and the Lorentz force, which the theory is largely based on. It
describes static electric fields caused by electric charges and Maxwell’s | equation, also known
as Gauss’s law for electric fields. The electric current and the Lorentz force, as well as the
connection between stationary currents and the static magnetic fields caused by them, are
discussed. The Maxwell’s Il equation, which is the Gauss’s law for magnetic fields, is derived.

In the next section, time-varying electromagnetic fields are presented. The Maxwell's IV
equation, known as the Ampére-Maxwell law, is derived, and the concepts of electromotive
force and electromagnetic induction are presented. The section addressing the electromag-
netic induction is divided into situations where induction occurs due to the Lorentz force, the
phenomenon described by Faraday’s law also known as Maxwell’s lll equation, or both.

It is observed that the mathematical content presented in the initial part of the thesis is also
substantially included in the entire part discussing field theory, and the usefulness of mathe-
matical knowledge in terms of understanding field theory is stated. The content of the thesis
can be expanded, for example, to the effect of materials on the behavior of electric and mag-
netic fields, and to the electromagnetic waves.

Keywords: field theory, electric fields, magnetic fields, vector analysis, Maxwell equations
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1 Johdanto

Tyon tarkoitus on kasitellad perustasoisesti kenttateorian ja sen kuvaamiseen kdytettavan
matematiikan yhteytta. Kenttateorialla tarkoitetaan tassa asiayhteydessa sahkokenttien

ja magneettikenttien kayttaytymista kuvaavaa teoriaa.

Kenttateorian kuvaamiseen kaytettavalla matematiikalla tarkoitetaan tassa ensisijaisesti
vektorianalyysia, jossa sovelletaan differentiaali- ja integraalilaskentaa vektorifunktioille.
Tyon lukijalla odotetaan olevan perustiedot differentiaali- ja integraalilaskennasta seka

lineaarialgebrasta.

Sisallossa paahuomio on Maxwellin yhtaloiksi kutsutussa neljan yhtalon kokonaisuudes-
sa. Siihen kuuluvat Gaussin laki sahkokentille, Gaussin laki magneettikentille, Faradayn
laki ja Ampére-Maxwellin laki, jotka oleellisesti kuvaavat sahko- ja magneettikenttien lai-
nalaisuuksia. Tyon rajauksessa materiaalien vaikutus on jatetty pois, ja on keskitytty ai-
noastaan siihen, miten Maxwellin yhtal6t ja Lorentzin voima kuvaavat sahkdmagneetti-

sen teorian.

Mikaan kasite tai tulos, joka tydssa esitetaan, ei ole uusi tai sellainen, josta olisi aiemmin
kirjoitettu vahan. Kenttateoria on perustasollakin laaja aihe ja siitd on useita erinomai-
sia kirjoja. Siksi tassa ei ole pidetty mielekkaana eika tarpeellisena koettaa mahduttaa

kenttateorian koko keskeista opetussisaltoa opinnaytetyon sivumaaraan.

Tyon nakokulma ei mydskaan ole ensisijaisesti pedagoginen siind mielessa, etta tassa ei
tutkita eri tapoja opettaa kenttateoriaa tai kokemuksia niista. Pedagoginen nakékulma on

kuitenkin ohjannut kirjoitusprosessia.

Kokemus on osoittanut, etta seka kenttateorian etta vektorianalyysin opiskelu tuottavat
merkittavia vaikeuksia. (Lahde: keskustelut Vaasan yliopiston opettajien kanssa.) Kentta-

teorian opiskelu menestyksekkaasti tarvitsisi tuekseen matematiikkaa, mutta matematii-



kan opintojaksojen sisdltoa ei osata riittdvassa maarin soveltaa. Vaikeuksiin on sellaisia-
kin syita, jotka eivat ole suoraan sidoksissa vain kenttateorian tai vektorianalyysin opetuk-
seen. Ilmié motivoi kuitenkin rakentamaan siltaa naiden kahden oppiaineen vilille, mihin

tassa tyossa osaltaan pyritaan.

Tassa tydssa on tausta-ajatuksena hyvaksya se, etta kenttateoria ja siihen liittyva matema-
tiikka voivat olla haastavia. Aihepiirissa, johon liittyy paljon laskemista, saattaisi helposti
kayda niin, ettd opeteltavat asiat jaavat oppijan mielessa irrallisiksi esimerkeiksi. Tarkein
|ahtokohta on, ettd kun ymmartaa kenttateorian taustalla olevaa matematiikkaa, ymmar-
taa paremmin myos silla kuvattavia ilmioita. Riittdvan vahva teoriapohja voi auttaa nake-

maan asiat kokonaisuuksina.

Tyon rajaus on linjassa ylla todetun kanssa: tyo ei voi eikd sen kannata yrittaa kilpailla
kenttateoriaa kasittelevien kirjojen kanssa. Taman on tarkoitus olla esitys, tai alku esi-
tykselle, jonka tuella voidaan paasta joidenkin kenttateorian ymmartamista haittaavien

esteiden yli, ja joka voi auttaa tulkitsemaan kirjojen sisaltoa.
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2 Matemaattisia maaritelmia

Tassa luvussa esitetdan tyossa tarvittavia, vektorikenttien laskentaan liittyvia kasitteita ja
maaritelmia. Matemaattiset maaritelmat on tassa tyossa korostettu kursiivilla, eikd sama

tapa ole kaytossa kenttateorian kasitteille.

2.1 Lineaarialgebran kasitteita

Tama osio sisaltaa maaritelmia, jotka liittyvat lineaarialgebraan, mutta joita sovelletaan

my0s vektorianalyysissa.

2.1.1 Skalaarikolmitulo ja vektorikolmitulo

Avaruuden R? vektorien u, v ja w skalaarikolmitulo on pistetulo, jonka toisena tekijana
on kahden vektorin ristitulo ja toisena kolmas naista vektoreista. Skalaarikolmitulo on
matriisin, jonka riveja (tai sarakkeita) nama vektorit ovat, determinantti (Adams & Essex,
2018, s. 590):

(uxv) -w=det(u,v,w) (1)
Skalaarikolmitulon itseisarvo on vektorien u, v, w virittdman suuntaissarmion tilavuus.
Koska det(u, v, w) = det(w, u, v) = det(v, w, u), skalaarikolmitulon arvo ei muutu, jos

vektorit u, v, w sailyttavat syklisen jarjestyksensa. Syklisen jarjestyksen menetys muuttaa

skalaarikolmitulon etumerkin, esimerkiksi (u x w) - v = det(u, w, v) = — det(u, v, w).

Jos (u x v) - w = 0, on jokin vektoreista nollavektori, tai yksi vektoreista on esitettavissa

kahden muun lineaarikombinaationa. Talloin kaikki vektorit sijaitsevat samalla tasolla.
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Avaruuden R? vektorien u, v ja w vektorikolmitulo on ristitulo, jonka tekijéina ovat yksi

naistad vektoreista ja kahden muun vektorin ristitulo (Adams & Essex, 2018, s. 592):

ux (vxw)=(u-w)v—(u-v)w (2)

2.1.2 Oikeakatinen systeemi

Olkoot kolme avaruuden R? vektoria u, v ja w, joista yksikdan ei ole nollavektori, ja ol-
koon « vektorien u x v ja w vélinen kulma siten, ettd 0 < o < 7. Kolmikko (u, v, w)
muodostaa tassa syklisessa jarjestyksessaan oikeakdtisen systeemin, jos u x v # 0, ja jos

s
0<a< —.
<« 5

Kolmikko (u, v, w) muodostaa oikeakétisen systeemin jos ja vain jos det(u, v, w) > 0.
Tama on perusteltavissa skalaarikolmitulon (1) ja pistetulon ominaisuuksilla: (u x v)-w =

u x v||||wl| cos «, jossa kulman o arvoilla0 < o < T on cos o > 0. (Moisio, 2025, s. 6.)
kul lao < 5

2.1.3 Syklinen kanta

Vektorit u, v ja w, joista yksikdan ei ole nollavektori, muodostavat tassa syklisessa jarjes-
tyksessaan avaruuden R? syklisen kannan, josu X v = w, v X W = ujaw X u = V.
Taman maaritelman nojalla esimerkiksi luonnollinen kanta i, j, k on syklinen kanta (Moi-

sio, 2025, s. 7-8).

Kun (u, v, w) on syklinen kanta, ninu-w=u-(uxv)=0jav-w=v:(uxv)=0

(vastaavasti u - v = 0). Syklinen kanta on siis ortogonaalinen. Edelleen, syklisen kannan

ortogonaalisuuden nojalla ||u x v|| = |lull/[|v] = [[w], [[v x w| = [[v]|[|w]| = |u]

ja|lw x u| = |[|wl||[u]| = ||v||. Tasta seuraa, ettd ||v]| = |[ul/?||v]|, joten |lu|| = 1, ja

vastaavasti ||v|| = ||w]|| = 1, joten syklinen kanta on my6s ortonormaali.
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Jos (u, v, w) on syklinen kanta, niin det(u, v, w) = 1. Nimittain, skalaarikolmitulon (1) ja
syklisen kannan maaritelméan seka ortonormaalisuuden nojalla seuraa, ettd det(u, v, w) =
u- (v xw)=u-u = 1. Syklinen kanta muodostaa siis myos oikeakétisen systeemin.

(Moisio, 2025, s. 7-8.)
Seuraavaksi esitetdan kaksi tapaa todeta kannan syklisyys.
Olkoot u ja v toisiaan vastaan kohtisuorat yksikkdvektorit, ja olkoon w = u x v. Tall6in

kolmikko (u, v, w) on syklinen kanta. Tama voidaan todistaa kayttaen ristitulon antikom-

mutatiivisuutta ja vektorikolmituloa (2):

UX V=W (3)
viyw=vx(uxv)=(v:-viju—(v-uv=u (4)
wxu=(uxv)xu=—-ux(uxv)=—(u-vju+(u-u)jv=v (5)
Olkoon (u, v, w) ortonormaali kanta. Jos tall6in det(u,v,w) = 1, kanta on syklinen.

Koska ortonormaalissa kannassa v ja w ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa olevia yksik-
kovektoreita, riittaa todistaa, ettd u = v x w. Nyt, koska det(u,v,w) = u- (v x w) =
|ul|||[v x w|| cosa = 1, jossa a € [0, 7| on vektorien u ja v x w vélinen kulma, ja koska
|lul] = ||[v x w|| = 1, tdytyy olla @ = 0, ja siisu = v x w. Nyt (v, w,u) on syklinen

kanta, ja siten my6s (u, v, w) on syklinen kanta. (Moisio, 2025, s. 7-8.)

Syklisen kannan maaritelmasta ja ristitulon antikommutatiivisuudesta seuraa, etta jos
syklisen kannan muodostavat vektorit esitetdan muussa kuin syklisessa jarjestyksessaan,
ja korvataan yksi tai kaikki ndista vektoreista vastavektorillaan, on ndin muodostuva kol-
mikko syklinen kanta. Esimerkiksi, kolmikko (u, —w, v) on syklinen kanta jos ja vain jos

(u, v, w) on syklinen kanta.
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2.2 Vektorianalyysin kasitteita

2.2.1 Vektorikentti ja kenttaviivat

Vektorifunktio eli vektorikenttd f liittaa jokaiseen maarittelyjoukkonsa U € RR™ pistee-
seen avaruuden R™, jossa m > 2, alkion eli vektorin. Vektorifunktion komponenttifunk-
tiot ovat skalaarifunktioita, eli kuvauksia joukosta U joukkoon R. Vektorifunktio on sadn-
néllinen, jos kaikki sen komponenttifunktiot ovat riittavan monta kertaa derivoituvia jo-

kaisen muuttujansa suhteen. (Adams & Essex, 2018, s. 867; Moisio, 2025, s. 14.)

Kenttaviivat eli integraalikayrat kuvaavat vektorikentan kayttaytymista siten, etta niiden
jokaisessa pisteessa jokin kentan vektori on kenttaviivan tangentin suuntavektori. Kentta-
viiva riippuu vain kentan suunnasta, eivat suuruudesta, ja kentdan voimakkuutta kuvataan

kenttaviivojen tiheytena. (Adams & Essex, 2018, s. 869; Griffiths, 2013, s. 67.)

2.2.2 Parametrisoitu pinta

Parametrisoitu pinta r(u, v) = x(u,v)i+ y(u,v)j+ z(u, v)k on jatkuva kuvaus uv-tason
suorakulmiosta avaruuteen R3. Funktion 2z = f(z, y) mairddmai pinta voidaan paramet-
risoida muotoon r(z,y) = zi + yj + f(z,y)k, jolloin se on kuvaus zy-tason suorakul-

miosta avaruuteen R3. (Adams & Essex, 2018, s. 896.)

2.2.3 Saanndllinen kayra ja sadnnollinen pinta

. d
Kayrar(t) € R? on sddnndllinen kdyrd, jos se on jatkuvasti derivoituva siten, ett3 d—z #0
kaikilla ¢ € R. Tall6in kayralld on jatkuvasti kdantyva tangentti- (Adams & Essex, 2018, s.
644.)

Olkoon joukko S € R? yhtélén g(x, y, 2) = 0 toteuttava pinta siten, ettd g(z, y, z) onriit-

tavan monta kertaa derivoituva. Pinta on sadannéllinen pinta, jos jokainen pinnan piste on
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sisapiste funktion ¢(z, y, z) maarittelyjoukkoon kuuluvassa avoimessa palloymparistos-
sd, ja jos jokaisessa pinnan sisapisteessa funktion g kokonaisderivaatta on nollavektorista
eroava:

dg.  9dg. O

g
i+ i+ 2k .
:r:l yJ » #0 (6)

Talloin jokaiseen pinnan sisapisteeseen voidaan asettaa yksikasitteinen tangenttitaso, jon-
ka normaali on nollavektorista eroava, ja tangenttitason normaali on myds pinnan nor-

maali. (Adams & Essex, 2018, s. 898.)

Parametrisoitu pinta S = r(u, v) on sdanndllinen, jos kuvaus r on jatkuvasti derivoituva
injektio, jonka osittaisderivaatat eli pinnan tangenttivektorit r, ja r, eivat ole yhdensuun-
taisia. Talloin pinnan normaalivektori N(u, v) = r, xr, # 0kaikissa pinnan sisapisteissa.

(Adams & Essex, 2018, s. 899.)

2.2.4 Suunnattu pinta ja positiivisesti suunnattu reunakayra
Tama luku perustuu ldhteeseen Adams & Essex, 2018, s. 907-908.

Saanndllinen pinta S avaruudessa R? on suuntautuva, jos jokaisessa pinnan pisteessi P
on olemassa jatkuva yksikkovektorikenttd n(P), joka on jokaisessa pisteessa pinnan S
normaali, ja jos pinnalla on kaksi puolta. Esimerkiksi, sdannéllisen funktion z = f(z,y)

maaraaman pinnan r(z, y) = =i+ yj + f(z, y)k yksikkénormaali n(z, y) on:

r,Xxr, —fi—fjt+tk

n(z,y) = =
) = e, =

Yksikkovektorikentan n(P) suunta maaraa pinnan suuntauksen: se pinnan puoli, josta
yksikkdnormaali osoittaa ulospain, on pinnan positiivinen puoli, ja toinen puoli negatiivi-

nen.
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Saanndllinen tai paloittain sdanndllinen pinta voi olla umpinainen, tai silld voi olla yksi tai

useampi reunakayra. Kentan n(P) ei tarvitse olla maaritelty reunakayrien pisteissa.

Suunnattu pinta S indusoi suuntauksen jokaiselle reunakayralleen C'. Reunakayra on po-
sitiivisesti suunnattu, kun pinnan positiivinen puoli jaa reunakayraa vastapaivaan kuljet-

taessa reunakdyran vasemmalle puolelle kulkusuuntaan nahden.

Paloittain saannéllinen pinta on suuntautuva, jos sen muodostavista saannéllisista pin-
noista aina vierekkaiset pinnat indusoivat reunakayriensa niille osille, jotka yhdistavat na-
ma pinnat, vastakkaiset suuntaukset. Tall6in pintojen positiiviset puolet ovat liittyneina

yhteen siten, ettd ne yhdessa ovat koko paloittain saannéllisen pinnan positiivinen puoli.

2.2.5 Vektorikentdn tekema ty6

Jatkuvan vektorikentdn f pitkin saannéllists kdyraa C, jonka parametriesitysonr(t) € R3,

jossat € [a,b], tekemd tyé W madritellddn kayrdintegraalina pitkin kayraa C:

b
W:/Cf-dr:/a £(e(t)) - (1)t (8)

Kun W > 0, sanotaan, etta kentta f tekee ty6ta pisteesta a pisteeseen b pitkin kayraa C'
siirtyvaan hiukkaseen. Kun taas W < 0, kentta f tekee tyota hiukkasen liiketta vastaan.

(Adams & Essex, 2018, s. 888.)

2.2.6 Vektorikentin vuo

Olkoon jatkuva vektorikentt3 f ja suunnattu pinta S avaruudessa R?. Maéritelldan vek-

torikentdn vuo ® suunnatun pinnan S, jonka yksikkénormaali on n, l14pi (Adams & Essex,

2018, s. 909-910):
b — // £ ndS (9)
S
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Integroitava funktio voidaan esittdd myds muodossa f - dS, jossa dS = dS n. Tassa siis

dS on suunnattu pintaelementti, jonka ala on dS.

Vuolla tarkoitetaan vektorikentan virtausta pinnan lapi. Termi f - n on vektorikentan f pin-
nan S yksikkbnormaalin n suuntaisen projektiovektorin pituus (tai pituuden vastaluku),

joka maaraa vuotiheyden pinnan S jokaisessa pisteessa.

Kaavaa (9) kdytettdessa on pinnan S puoleksi, josta yksikkonormaali n osoittaa ulospain,
valittava se, josta kentan virtauksen katsotaan tulevan ulos pinnasta. Jos nyt vuo on ne-
gatiivinen, on kentalla todellisuudessa enemman virtausta yksikkénormaalin vastaisesti
kuin suuntaisesti. Vuotiheyden ei tarvitse olla jokaisessa pinnan S pisteessa positiivinen,
vaan kentalla voi olla virtausta seka ulospéin etta sisdanpain, ja kaava (9) maarittaa nai-

den virtausten erotuksen.

Vuo voidaan laskea my6s umpinaisen pinnan S lapi kaavaa (9) vastaavana suljettuna pin-
taintegraalina. Talléinkin pinnan yksikknormaalin suunta valitaan sen mukaisesti, maari-
tetdanko vuota pinnasta ulospain, jolloin yksikkénormaalikin osoittaa ulospain, vai maa-

ritetdanko vuota sisaanpain.

Jos pinnan S maaraa parametriesitys r(u, v) siten, ettd S = r(A), jossa A on uv-tason
suorakulmio, vuo pinnan normaalivektorin N(u,v) = r, x r, suuntaisesti maaritetaan

seuraavasti (Moisio, 2025, s. 89):

o= //S f ndS= //A £(r(u, v)) - N(u, v)dudv (10)

- . N(u,v)
Tassa dS = ||N(u,v)| dudv, jan = ——————.
IN(u, )
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2.2.7 Gradientti

Usean muuttujan skalaarifunktiolla f, jolla on olemassa ensimmaisen kertaluvun osittais-
derivaatat jokaisen muuttujansa suhteen maarittelyjoukkonsa pisteessa x, on pisteessa x
olemassa sen kokonaisderivaatta gradientti V f(x). Gradientti on vektori, jonka kompo-
nenttifunktioina ovat kaikki skalaarifunktion osittaisderivaatat. Esimerkiksi kolmen muut-

tujan skalaarifunktion gradientti maaritelldan seuraavasti (Adams & Essex, 2018, s. 914):

Vf(l',y,Z) = ?l—i_i.]"i_izk (11)

Skalaarifunktio f kasvaa pisteessa x voimakkaimmin gradientin V f(x) suuntaan ja vahe-

nee voimakkaimmin gradientin vastavektorin —V f(x) suuntaan.

Gradienttivektori on tasa-arvopinnan normaali (Adams & Essex, 2018, s. 724). Tasa-arvopinnalla
tarkoitetaan niiden pisteiden joukkoa, jotka toteuttavat yhtalon f(x) = ¢, jossa conjokin

kiinnitetty vakio (Adams & Essex, 2018, s. 876).

Liitteessa 1on esitetty, miten maaritetaan yhdistetyn funktion, jossa sisafunktiona on vek-

torifunktio, gradientti.

2.2.8 Jacobin matriisi ja Jacobin determinantti

Jacobin matriisi on vektorifunktion kokonaisderivaatta, joka sisaltda vektorifunktion jo-
kaisen komponenttifunktion osittaisderivaatat jokaisen muuttujan, josta vektorifunktio
riippuu, suhteen. Matriisin rivit ovat komponenttifunktioiden kokonaisderivaattoja eli gra-
dientteja, ja toisaalta sarakkeet ovat vektorifunktion osittaisderivaattoja kunkin sen muut-
tujan suhteen. Vektorifunktio on differentioituva, jos sen Jacobin matriisin jokainen alkio

on jatkuva. (Adams & Essex, 2018, s. 716.)
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Kun vektorifunktio on kuvaus joukosta R" joukkoon R™, on sen Jacobin matriisi nelimat-
riisi. Tall6in Jacobin matriisilla on determinantti, jota kutsutaan Jacobin determinantiksi

(Adams & Essex, 2018, s. 719 ja 739).

Liitteessa 1 on esitetty, miten yhdistetyn funktion Jacobin determinantti maaritellaan.

2.2.9 Divergenssi ja vektorikentdn lahteet ja nielut

Vektorifunktion f(x), jolla on kaikki ensimmaisen kertaluvun osittaisderivaatat pisteessa

X, divergenssi V - f pisteessd x maaritellaan raja-arvona (Adams & Essex, 2018, s. 916):

) 1
V- f(X) = VOII(%I‘)O m //S f-ndS (12)

Tassa R on kappale, vol(R) on kappaleen tilavuus, ja S on kappaleen pinta. n on pinnan
S ulospain osoittava yksikkdnormaali. Pintaintegraali ffsf - ndS antaa kentan f vuon
pinnan S lapi. Vuo jaetaan kappaleen tilavuudella ja annetaan tilavuuden lahestya nollaa.

Divergenssi V - f kertoo siis vektorikentan f vuotiheyden kussakin pisteessa.

Divergenssi on skalaarifunktio. Se kuvaa vektorikentan ldhteisyytta siten, etta niissa pis-
teissa, joissa V - £ > 0, sijaitsee vektorikentdn Idhde, ja niissa pisteissa, joissa V - f < 0,

sijaitsee vektorikentdn nielu. Pisteissa, joissa V - f = 0, kentta on |lahteeton.

Avaruudessa R?3 kentan f = f1i + f>j + f3k divergenssi voidaan laskea kaavalla (Adams
& Essex, 2018, s. 915):

v.g= 0 OF Ol (13)

Huomautus: Adams & Essex esittavat kaavan (13) divergenssin maaritelmana, ja todista-

vat sitten kaavan (12) (Adams & Essex, 2018, s. 916-917).
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Divergenssia voi auttaa ymmartamaan seuraava havainnollistus. Kuvitellaan sarmio, jo-
hon vektorikentan kenttaviivoja menee sisdan, ja josta niitd tulee ulos. Sarmi6 on lisdksi
mielivaltaisen pieni siten, ettad sen voidaan ajatella sijaitsevan yksittaisessa koordinaatis-
ton pisteessa. Jos sarmidsta tulee ulos enemman kenttaviivoja kuin siihen menee sisaan,
pisteessa on vektorikentan ldhde. Jos kenttaviivoja tulee ulos vahemman kuin menee si-
saan, pisteessa on vektorikentan nielu. Jos ulos- ja sisidnmenevien viivojen maara on

sama, kentalla ei ole kyseisessa pisteessa lahdetta.

2.2.10 Roottori

Vektorikentan f = fii + foj + f3k, jolla on kaikki ensimmaisen kertaluvun osittaisderi-
vaatat avaruudessa R? tai siihen sisaltyvassa alueessa, roottori V x f on (Adams & Essex,

2018, s. 915-922):

fo:(%J;’—%f)i+(gf—?£)(—j)+(%f_%)k (14)

Kaava (14) voidaan esittda kompaktimmin kayttiden determinanttia:

i ik

vxf=|9 9 9 (15)
oxr 0Oy 0z
i f2 fs

Jos V xf(x) # 0jossakin pisteessa x, kentalld on tassa pisteessa pydrre. Jos Vxf(x) = 0

jossakin alueessa, kentta f on kyseisessa alueessa pydrteeton.

Toisin kuin divergenssin tapauksessa, roottori on vektori eli silla on suunta. Niinpa pyor-
teen vaikutusta tarkastellaan johonkin suuntaan nahden. Jos siis kentélla f on pisteessa

X pyorre, maaritellaan yksikkbnormaali n, joka osoittaa pisteesta x valittuun suuntaan.
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Seuraava lauseke antaa roottorivektorin V x f kohtisuoran projektion vektorilla n:

(V x f(x)-n)n (16)

Tama projektiovektori on kentan f pydrintdvektori pisteessa x. Luku V x f(x) - n, joka
positiivisena on pyorintavektorin pituus ja negatiivisena pituuden vastaluku, on kentan
f pyérintdtiheys yksikkdnormaalin n ympari pisteessa x. Pistetulolle ominaisesti, mita
yhdensuuntaisempia roottori ja yksikkbnormaali ovat, sitd suurempi pyorintatiheys on
itseisarvoltaan. Pyorintatiheys on 0 riippumatta siitd, mita suuntaa pisteestd x katsoen

tarkastellaan, vain silloinkun V x f = 0.

Py6rinnan olemassaoloa voidaan havainnollistaa siten, etta pyorintavektorin V x f ym-
parilld on kuvaannollisesti mielivaltaisen pienia siipirattaita, joihin vektorikentan f tan-

gentiaalikomponentti tekee nollasta eroavaa tyota.

Kentan pyorintatiheys V x f(x) - n voidaankin nahda eraanlaisena raja-arvona tyo- eli

kayraintegraalista (Adams & Essex, 2018, s. 921):

fo(x)on:limlgygfdl (17)
c

e—=0 1€

Vektorikentt3, jolla on nollavektorista eroava roottori, ei valttamatta nayta pyorteiselta.
Esimerkiksi kentta f(x, y, z) = xj kuvaa xy-tasolla tapahtuvaa y-akselin suuntaista liiket-

ta,jaV x f(z,y,z) = k # 0 (Adams & Essex, 2018, s. 922).

2.2.11 Gradientin roottori ja roottorin divergenssi

Olkoon kaksi funktion f(x) n:nen kertaluvun osittaisderivaattaa siten, ettd osittaisderi-
vaatat on maaritetty molemmissa tapauksissa samojen muuttujan x komponenttien suh-

teen, mutta eri jarjestyksessa. Jos ndma osittaisderivaatat ovat jatkuvia pisteessa x, ja
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jos f ja kaikki sen osittaisderivaatat kertalukun n — 1 asti ovat jatkuvia pisteen x jossakin
ymparistossa, kyseiset osittaisderivaatat ovat yhta suuret pisteessa z,. (Adams & Essex,

2018, s. 698.)

Yllaolevaa lausetta voidaan soveltaa myo6s vektorifunktion komponenttifunktioille, jotka
tayttavat lauseen ehdot. Sen nojalla, ettd osittaisderivaattojen laskujarjestysta voidaan

vaihtaa, kahdesti jatkuvasti derivoituvalle funktiolle f(z, y, ) seuraa:
Vx(Vf)=0 (18)

Gradientin roottori on nollavektori, gradienttivektorikentta on siis pyorteeton.

Edelleen soveltamalla yll3olevaa lausetta funktiolle f(z, vy, 2) € R3, jonka komponentti-

funktiot ovat kahdesti jatkuvasti derivoituvia, seuraa:
V- (Vxf)=0 (19)

Roottorin divergenssi on nolla, joten kentt, joka on toisen vektorikentan roottori, on

[3hteeton.

2.2.12 Divergenssilause

Olkoon V' € R? umpinaisen sdinnéllisen pinnan OV rajaama kappale, ja olkoon n pinnan
0V yksikkonormaali. Tall6in alueessa V' jatkuvasti derivoituvalle vektorikentélle f patee
divergenssilause eli Gaussin divergenssilause. Se yhdistaa toisiinsa vektorikentan vuon
umpinaisen pinnan lapi, seka vektorikentan divergenssin tilavuusintegraalin kyseisen pin-

nan rajaaman kappaleen yli (Adams & Essex, 2018, s. 933):

# f-ndS:///V-de (20)
v 1%
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Kuten luvussa 2.2.9 on todettu, divergenssi kuvaa vektorikentan Idhteisyytta. Divergens-
silauseen oikea puoli laskee yhteen kaikki vektorikentan f Idhteet ja nielut kappaleessa

V/, javasen puoli laskee yhteen vektorikentan f koko nettovuon kappaleen V' pinnan lapi.

Maxwellin yht3loissa divergenssilause yhdistaa toisiinsa Gaussin lain sahkokentille (Max-
wellin | yhtilo) differentiaalimuodon ja integraalimuodon, sekd Gaussin lain magneetti-
kentille (Maxwellin 1l yht3l6) differentiaalimuodon ja integraalimuodon, joita kasitellaan

myoéhemmin.

2.2.13 Stokesin lause

Olkoon S paloittain sdidnnéllinen, suunnattu pinta avaruudessa R3, n pinnan yksikkénor-
maalikenttd ja reunakayra 05 paloittain sdannéllinen, pinnan S suuntaama suljettu kayra
tai suljettujen kayrien yhdiste. Jos f on sdannéllinen ja maaritelty pinnan S sisaltavassa
avoimessa joukossa, niin se toteuttaa Stokesin lauseen, joka yhdistaa toisiinsa vektori-
kentan tekeman tyon kuljettaessa kerran umpinaisen kadyran ympari seka vektorikentan

roottorin vuon kyseisen kayran rajaaman pinnan lapi (Adams & Essex, 2018, s. 940):
//(fo)-ndS:ygf-dl (21)
S oS

Kappaleessa 2.2.10 esitetyn mukaisesti luku (V x f) - n kuvaa kentan f pyorintatiheytta,
joka kuvaa kentan kykya tehda tyota tangentiaaliseen suuntaan pyorintavektorista nah-
den. Tama tyo voidaan nahda hyvin pienena kayraintegraalina. Kaikki tallaiset pienet kay-
raintegraalit pinnassa S lasketaan yhteen Stokesin lauseen vasemmalla puolella, mista
saadaan kokonaistyo kuljettaessa kerran pinnan reunaa 0.5 pitkin. Stokesin lauseen paik-
kansapitavyytta perustellaan pinnan S muodostavien pienten pintojen ja niiden reuna-

kayrien suuntauksilla. (Adams & Essex, 2018, s. 940.)

Stokesin lause havainnollistaa, ettd vektorikentidssa on oltava pyorteisyytta, jotta tehty

ty6 kuljettaessa umpinaisen kdyran ympari on nollasta eroava. Maxwellin yhtaldissa Sto-
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kesin lause yhdistaa toisiinsa Faradayn lain (Maxwellin Ill yht3lo) differentiaalimuodon ja
integraalimuodon, sekd Ampére-Maxwellin lain (Maxwellin IV yhtal6) differentiaalimuo-

don ja integraalimuodon, joita kasitellaan myéhemmin.

2.2.14 Konservatiivinen eli pyorteeton vektorikentta ja skalaaripotentiaali

Maaritelma: Jos on olemassa skalaarifunktio F'(x, y, ) ja vektorifunktio f(x, y, 2) siten,
ettd f = V F jossakin alueessa D, niin f on konservatiivinen vektorikentta alueessa D ja
F on vektorikentan f skalaaripotentiaali eli potentiaali. Tama luku perustuu |ahteeseen

Adams & Essex, 2018, s. 874, 876, 891 ja 925.

Koska gradientti V F' on tasa-arvopinnan F'(z,y, z) = ¢ normaali, konservatiivisen ken-
tan kenttaviivat leikkaavat tasa-arvopintoja kohtisuorassa kulmassa. Tasa-arvopinnan pis-
teiden voidaan sanoa olevan samassa potentiaalissa, koska skalaarifunktio F'(x,y, z) on

pinnan normaalivektorin V I potentiaali ja saa saman arvon jokaisessa pinnan pisteessa.

Konservatiivinen vektorikentta f on pydrteeton, siis V x £ = 0. Nimitysten konservatiivi-
nen vektorikentta ja pyorteeton vektorikentta ohella siitd kdaytetdan muun muassa termia
gradienttikentta. Erityisesti pyorteettomasta sahkdkentasta kaytetaan myos nimea staat-

tinen sihkokentta.

Tunnetun konservatiivisen vektorikentan potentiaalifunktio on vakiota vaille yksikasittei-
sesti maaratty. Tama on perusteltavissa integraalilaskennan peruslauseella, jonka mu-
kaan suljetulla valilla jatkuva funktio, jonka derivaatta vastaavan avoimen valin jokaisessa
pisteessa on nolla, on kyseisella suljetulla valilla vakiofunktio. Nain ollen tallaisen vekto-
rikentan kukin komponenttifunktio voi muodostua vain vakiota vaille yksikasitteisen ska-

laarifunktion osittaisderivaattana.

Potentiaalifunktion yksikasitteinen maarittaminen vaatii siis konservatiivisen vektoriken-

tan tuntemisen lisaksi riittavat reunaehdot. Kuitenkin, ilman reunaehtojakin potentiaa-
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liero F'(x) — F'(xg), jossa X ja x ovat funktion f maarittelyjoukon pisteitd, on yksikasit-

teinen, koska sitd maaritettaessa potentiaalifunktion vakiotermi kumoutuu.

Konservatiivisen vektorikentdn ominaisuus on, ettd kayraintegraalin fc f - dl arvo ei rii-
pu valitusta (paloittain) jatkuvasti derivoituvasta integrointikdyrasta C', vaan ainoastaan

kdyran alkupisteestd xq ja loppupisteesta x siten, etta:

/f'dl:F(x)—F(xo) (22)

jossa I on vektorifunktion f skalaaripotentiaali. Siten konservatiivisen vektorikentan te-

kema tyo on potentiaaliero.

Konservatiiviselle vektorikentélle voidaan esittaa seuraava yhteenveto: Olkoon D avoin,
yhtenainen alue, ja olkoon f alueessa D madaritelty ja riittdvan monta kertaa derivoituva
vektorikentta. Talloin kolme seuraavaa ehtoa ovat ekvivalentteja siten, etta jos yksi niista

on tosi, myos kaksi muuta ovat tosia:

1. f on konservatiivinen alueessa D

2. 990 f - dl = 0 jokaiselle paloittain sdanndlliselle, umpinaiselle kdyralle C' € D

3. Jokaiselle paloittain saanndlliselle kayralle C' € D kayraintegraalin fof - dl arvo
riippuu vain integrointipolun C' alku- ja loppupisteistd, ja on riippumaton alku- ja

loppupisteita yhdistavan polun valinnasta.

Jos lisdksi alue D on yhdesti yhtendinen, Stokesin lauseen (21) nojalla voidaan lisaté lis-

taan neljas ehto:

4. f on pyorteet6n alueessa D
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Konservatiivisen vektorikentan pyorteettomyytta voidaan perustella kaavalla (18), jonka
mukaan gradientin roottori on nollavektori. Perustelu sille, ettad pyorteeton vektorikentta

on aina gradienttikenttd, sivuutetaan tassa.

Konservatiivisen vektorikentan kenttaviivat eivat muodosta suljettuja silmukoita. Jos muo-
dostaisivat, tall6in ylla mainitun ehdon 2 ja sen, etta konservatiivisen kentian tekema tyo
on potentiaaliero, nojalla gradienttivektorin suunnan pitdisi voida olla paitsi matalam-
masta potentiaalista korkeampaan, my6s korkeammasta potentiaalista matalampaan. Jal-
kimmainen olisi ristiriidassa gradientin maaritelman kanssa, jonka mukaan skalaarifunk-

tio kasvaa voimakkaimmin gradienttinsa suuntaan.

Kayraintegraali pyorteettomassa vektorikentassa voidaan laskea, paitsi potentiaalierona
kaavan (22) mukaisesti, myos kayraintegraalina valiten integrointikayraksi C sellainen (pa-
loittain) jatkuvasti derivoituva kéyra, jota pitkin integrointi on mahdollisimman yksinker-
taista. Kayraksi voidaan valita esimerkiksi koordinaattiakselien suuntaisten kadyrien yhdis-
te. (Ks. myos laskuesimerkki 3.5.2 sylinterikoordinaatiston lokaalissa kannassa, jota kasi-

telldan luvussa 2.3.5.)

2.2.15 L3hteeton vektorikentta ja vektoripotentiaali

Vektorikentta f on ldhteetdn vektorikenttd (engl. "solenoidal vector field”) alueessa D,
jos V - f = 0 koko alueessa D. Tall6in siis vektorikentalla ei ole Iahteita eika nieluja. Lah-
teettomalla vektorikentan kenttaviivoilla ei ole alkua eika loppua; ne voivat olla suljettuja

silmukoita, tai darettoman pitkia. (Adams & Essex, 2018, s. 926.)

Kuten on todettu kaavan (19) yhteydessa, vektorikentan roottori on |3hteetén. Voidaan
edelleen osoittaa, etta jos kenttd on lahteetdn, on olemassa vektorifunktio, jonka root-
tori lahteeton kentta on. Tama vektorifunktio on ldhteettéman kentan vektoripotentiaali.

(Adams & Essex, 2018, s. 926.)
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Siis, jos f = V x A, niin vektorifunktio A on kentan f vektoripotentiaali. Lisdksi talloin

V-f=V (VxA)=0.

Kun siis on olemassa jatkuvasti derivoituvat vektorikentat f ja A, joille f = V x A, ja

saannollinen suunnattu pinta S, jonka reunakayra C' on, niin Stokesin lauseen (21) nojalla

//f-ndS://VxA-ndS:ygA-dl (23)
S s c

Tulos merkitsee sitd, ettad Stokesin lauseen nojalla vektorikentan f, jolla on vektoripoten-

seuraa:

tiaali A, vuo pinnan S lapi on sama kaikille pinnoille, joiden reunakayra C' on. Jos siis ken-
tan f vuon maarittaminen on hankalaa pinnan muodon takia, vuointegraalin laskeminen
mahdollisesti helpottuu, kun valitaan jokin toinen pinta, jolla on yhteinen reunakayra al-
kuperaisen pinnan kanssa. Tama ei vaadi kentan f vektoripotentiaalin A tuntemista, vaan
ainoastaan vektoripotentiaalin olemassaolon toteamista siten, etta todistetaan kentan f
olevan lahteeton. Nain tehden ei siis varsinaisesti lasketa kdyttaen Stokesin lausetta, vaan

hyodynnetaan Stokesin lauseen seurausta.

Sille, etta vektorikentta f on lahteeton alueessa D, voidaan kiteyttaa seuraavat nelja kes-

kenain ekvivalenttia ehtoa (Griffiths, 2013, s. 54):

1. V - f = 0 koko alueessa D.

N

. Integraalin ffs f - ndS arvo riippuu vain pinnan S reunakayrasta C'.

w

. @s f - ndS = 0 mille tahansa umpinaiselle pinnalle S.

4. On olemassa vektorikenttd A, jollef =V x A.

Ehto 3 seuraa divergenssilauseesta (20).
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2.3 Muuttujienvaihto, kayraviivainen koordinaatisto ja lokaali kanta

Tam3 luku k3sittelee avaruudessa R? tapahtuvaa muuttujienvaihtoa karteesisista koordi-
naateista kdyraviivaisiin koordinaatteihin ja erityisesti sylinteri- ja pallokoordinaatteihin,
sekd muuttujienvaihdon lokaalia kantaa. Aiheen rajauksen tarkoitus on vastata erityisesti
kenttateorian, siten kuin sita tassa tyossa kasitellaan, tarpeisiin. Luku perustuu ldhteisiin

Adams & Essex, 2018, s. 951-961 ja Moisio, 2025, s. 102-106.

2.3.1 Diffeomorfismi

Olkoot U ja V' avoimia avaruuden R" osajoukkoja, ja olkoon kuvaus r : U — V jatkuvasti
derivoituva bijektio. Jos kuvauksen r Jacobin determinantti on nollasta eroava kaikilla

u € U, kuvaus r on diffeomorfismi.

Olkoot U ja W avoimia avaruuden R" osajoukkoja, ja olkoon joukko U’ C U nollamital-
linen. Jos kuvaus r : U \ U’ — W on diffeomorfismi, muuttujienvaihto (z1, ..., z,) =
r(uy, ..., u,) on sdadnnéllinen. (Nollamitallisella joukolla tarkoitetaan sellaista joukon R”
osajoukkoa, jolla on maariteltivissa oleva tilavuus, joka on 0. Esimerkiksi joukon R? nol-

lamitallisia osajoukkoja ovat pisteet, kdyrat, pinnat ja ndiden darelliset yhdisteet.)

Diffeomorfismille patee, ettd kuvauksen r Jacobin determinantti ja kdanteiskuvauksen

r~! Jacobin determinantti ovat toistensa kdinteislukuja (Adams & Essex, 2018, s. 838).

2.3.2 Muuttujienvaihto yleisesti kayriviivaisiin koordinaatteihin avaruudessa R>

Olkoon saanndllinen muuttujienvaihto (x,y, z) = r(u, v, w) ja piste u = (ug, vo, wy) €
IR3. Pistetts u kutsutaan muuttujienvaihdon sddnnélliseksi pisteeksi, ja pistettd r(u) muut-

tujienvaihdon kantapisteeksi.
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Saanndllisen pisteen u kautta kulkevat u-,v-, ja w-akselien suuntaiset suorat kuvautuvat
xyz-avaruuden kantapisteen r(u) kautta kulkeviksi koordinaattikayriksi, jolloin muodos-

tuu kdyraviivainen koordinaatisto.

Siten xyz-avaruuden pisteen r(ug, vo, wy) koordinaatit voidaan ilmoittaa kayraviivaisten
koordinaattien wug, vy ja wq avulla. Koska r on sdaannéllinen, koordinaattikayrat eivat kat-

keile, niissa ei ole teravia karkia eivatka ne leikkaa itsedan.

Kasitellaan seuraavaksi pienia siirtymia koordinaattikayrilla ja Jacobin determinanttia. Ole-
tetaan, ettd muuttujienvaihdolla r(u, v, w) on olemassa pisteessa u kaikki 1. kertaluvun
jatkuvat osittaisderivaatat; toisin sanoen sen komponenttifunktioilla 1, 5 ja 3 on jatku-

vat 1. kertaluvun osittaisderivaatat. Talléin r on differentioituva pisteessa u.

Muuttujienvaihdon r kokonaisderivaatta eli sen Jacobin matriisi:

rory Or; Orq]
ou v Ow
pr— |92 Or2 Or: (24)
ou Ov Ow
Ors Orz Ors
Lou  dv  Ow

Jacobin matriisin sarakkeet ovat siis muuttujienvaihdon r osittaisderivaatat muuttujien

u, U ja w suhteen:

Dr = (r,,r,,Ty) (25)

Nama osittaisderivaatat ovat koordinaattikdyrien tangenttivektoreita. Koska saannoéllisel-

|& muuttujanvaihdolla r Jacobin determinantti det(Dr) # 0, yksikdan tangenttivektoreis-

ta ei ole nollavektori.
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2.3.3 Lokaali kanta

Kun muuttujienvaihdon osittaisderivaatat jaetaan pituuksillaan, saadaan koordinaattikay-
rien yksikkdtangenttivektorit, jotka muodostavat muuttujienvaihdon (z, y, z) = r(u, v, w)

lokaalin kannan pisteessa r(u):
s Tu(w) o 1y(u) ry (1)

o o — _jag, = —w\W)_ 26
S @l @l % = o)l 26)

IImaus lokaali kanta korostaa sita, etta yksikkovektorit ovat yleisesti ottaen riippuvaisia
kunkin pisteen r(u) kdyraviivaisista koordinaateista u, v ja w, ja lokaali kanta eroaa nain
oleellisesti esimerkiksi avaruuden R? luonnollisesta kannasta i, j, k myés sijaiten tissa

avaruudessa. Tama havainnollistuu sylinteri- ja pallokoordinaatiston yhteydessa.

Lokaali kanta voidaan asettaa vain muuttujienvaihdon kantapisteeseen, eli sellaiseen pis-
teeseen, jossa muuttujienvaihdon Jacobin determinantti on nollasta eroava, ja jossa siten

jokainen koordinaattikdyran tangenttivektori on olemassa, eli nollavektorista eroava.

Tangenttivektorienr,, r,, r,, pituudet muodostavat muuttujienvaihdon r skaalaustekijat
pisteessa u:

hu = [lru(@)[l; hy = [[ro ()] ja ho = [Jrw(u)]] (27)

Muuttujienvaihdon r differentioituvuuden geometrisena tulkintana seuraa, etta siirtyma
du = (du,dv, dw) pisteessa u kuvautuu pisteessa r(u) siirtymaksi dr(u) = r,(u)du +
r,(u)dv + r,(u)dw. Tama siirtyma voidaan esittaa skaalaustekijoiden ja lokaalin kannan

yksikkovektorien avulla:

dr(u) = h,é,(u)du + h,&,(u)dv + hy,&é,(u)dw (28)
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Edelleen, uvw-koordinaatiston koordinaattiakselien suuntaiset pienet siirtymat kuvautu-

vat seuraavasti:

dui — h,dué, (29)
dvj — h,dvé, (30)
dwk — hy,dwé,, (31

Kasitellaan tilavuus- ja pintalementtien skaalautumista muuttujienvaihdossa r(u). uvw-
koordinaatiston pieni suorakulmainen sarmié, jonka sivut ovat du, dv ja dw, kuvautuu
suuntaissarmioksi sivuinaan r,du = h,dué,, r,dv = h,dvé,, jar,dw = h,dwé,. Suun-

taissarmion tilavuus on:

Ir,du - rydv X v,dw| = |h,dué, - h,dvé, X h,d,&,| (32)

= | det(&,, &, &,)|huhyhydudvdw

Na&in ollen uvw-avaruuden tilavuuselementti dudvdw skaalautuu | det(&,,, &,, &, ) |~y oy,

kertaiseksi siirryttdessa muuttujienvaihdon lokaaliin kantaan (€,, €,, &,,).

uvw-koordinaatiston pieni suorakulmio, jonka sivut ovat du ja dv (dw = 0), kuvautuu

suunnikkaaksi sivuinaan r,, = h,dué, jar, = h,dvé,. Suunnikkaan pinta-ala on:

[t X To|| = [|hudud, x hodvd,|| = ||&y % & ||huhodudy (33)

Nain ollen wvw-avaruuden pintaelementti dudv skaalautuu ||&, x &,||h,h,-kertaiseksi
siirryttdessa muuttujienvaihdon lokaaliin kantaan. Suorakulmio, jonka sivut ovat du ja dw
(dv = 0), ja suorakulmio, jonka sivut ovat dv ja dw (du = 0), kuvautuvat ja niiden pinta-

alat skaalautuvat vastaavasti.
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2.3.4 Syklinen lokaali kanta

Yll3 on kasitelty muuttujenvaihtoa r ja sen lokaalia kantaa ilman oletusta lokaalin kannan
(é,, &,,&,) ortogonaalisuudesta ja taten myds ilman oletusta lokaalin kannan syklisyy-

desta.

Tarkastellaan tilannetta, jossa yksikkovektorit (&,, é,, &,,) ovat toisiaan vastaan kohtisuo-

rassa ja ndin muodostavat ortonormaalin kannan.

Ristitulon maaritelman nojalla kahden toisiaan vastaan kohtisuorassa olevan yksikkdvek-

torin ristitulon pituus on 1. Esimerkiksi ||&, x &,|| = 1. Edelleen, |det(&é,,&,,8,)| =1

Nyt uvw-avaruuden tilavuuselementin dudvdw ja pintaelementtien dudv, dudw ja dvdw
skaalautuminen siirryttaessa muuttujienvaihdon lokaaliin kantaan tapahtuu suoraan skaa-
laustekijoiden h,, h, ja h,, tulona. Tilavuuselementti dudvdw muuttuu h, h, ., -kertaiseksi
ja pintaelementti dudv muuttuu h,h,-kertaiseksi. Tall6in siis uvw-avaruuden suorakul-
mainen sarmio dudvdw kuvautuu suorakulmaiseksi sarmioksi b, h,h,,dudvdw, ja vastaa-

vasti suorakulmio dudv kuvautuu suorakulmioksi i, h,dudw.

Siis, jos kanta &, &,, &, on ortonormaali, tilavuuselementti ja pintaelementit skaalautu-

vat seuraavasti:

dudvdw — dV = h,hyh,dudvdw (34)
dudv — dS = h,h,dudv (35)
dudw — dS = hyh,dudw (36)

dvdw — dS = h,h,dvdw (37)
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Kanta (&,, &,, &,) on syklinen, jos sen lisdksi, etta vektorit ovat toisiinsa ndhden kohti-
suorassa olevia yksikkovektoreita, patee: €, x €, = &,. Toisaalta, ortonormaali kanta

(&4, &,, &) on syklinen, jos ja vain jos det(&,, &,,&,) = 1 (ks. 2.1.3).

Ortogonaalisen, ja siten myos syklisen, kannan vektorien maarittama pinta on saannolli-

nen, koska sen vektorien ristitulo ei voi olla nollavektori.

Oletetaan nyt muuttujienvaihdon r lokaali kanta (&, &,, &,,) sykliseksi.

Tangenttivektorien r,, ja r, maarddman pinnan normaalivektori N (u, v) on:

N(u,v) = ry(u,v) X ry(u,v) = hy&, X hy&, = hy,h,&, (38)

Vastaavasti tangenttivektorien r,, ja r,, seka r, ja r,, maaraamien pintojen normaalivek-

torit ovat:

N(U,’LU) = rw(ua w) X ru(u, w) = hwéw X huéu - huhwév (39)

Muuttujienvaihdon r, jonka lokaali kanta (&,, &,, &,,) on, Jacobin determinantti on skaa-

laustekijoiden tulo: det(Dr) = hyhy by,

Kun siis suoritetaan avaruudessa R? muuttujienvaihto, jonka lokaali kanta on syklinen,
ei pinta- tai tilavuusintegraalia laskiessa valttamatta tarvitse johtaa pinnan normaalivek-
toria, vaan normaalivektorin pituus seuraa skaalaustekijoiden tulosta, ja vektorin suunta

seuraa syklisen kannan vektorien tulosta.

Seuraavaksi tarkastellaan kenttateorian sovellusten tarpeisiin sylinteri- ja pallokoordinaa-

tistoja ja niiden lokaaleja kantoja.
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2.3.5 Muuttujienvaihto sylinterikoordinaatteihin ja sen lokaali kanta

Karteesisen koordinaatiston pisteet (z, y, z) voidaan esittaa sylinterikoordinaattien (p, ¢, z)

avulla seuraavasti:
r=pcosp, p=>0
y=psing, ¢ el0,2n] (41)

z =z, zeR

Yhtadléryhma (41) esittdd muuttujienvaihdon r, jossa (z,y, z) = r(p, ¢, 2)

= (pcos @, psin g, ), karteesisista koordinaateista sylinterikoodinaatteihin.

Muuttuja p kuvaa karteesisen koordinaatiston pisteen etaisyytta z-akselista, ja o on po-
sitiivisesti, eli zy-tasolla vastapaivaan, suunnattu kulma luonnollisen kannan vektorilta i

vektorille, joka on pisteen paikkavektorin projektio zy-tasolle. (Ks. my®&s liite 2.)

Yhtaléryhmassa on valittu sylinterikoordinaattien arvot siten, ettd muuttujienvaihto on
bijektiivinen kuvaus R?* — R? kaikissa muuttujienvaihdon siannéllisissa pisteiss3, ja naita

arvoja rajaamalla voidaan valita ne avaruuden R? osajoukot, joita kulloinkin k3sitell3an.

Kantapisteen r(py, o, 20) kautta kulkevat koordinaattikdyrat muodostavat kyseisessa pis-
teessa xyz-avaruuden sylinterikoordinaatiston ja luvut pg, ¢¢ ja 2z, ovat pisteen sylinteri-

koordinaatit.
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Muuttujienvaihdon r = ryi 4 ryj + r3k Jacobin matriisi on:

dp 0O¢ 0z cosp —psing 0
87’2 87“2 87’2
Dr=|— — —| = |si 42
r op Do 02 singp pcosp 0 (42)
Ors Ors Ors 0 0 1
| Jp Op 0z ] ] ]

Muuttujienvaihdon r Jacobin determinantti on:

ANz, y, 2)

det(Dr) = o) " (43)

Muuttujienvaihdossa sylinterikoordinaatiston pieni tilavuusalkio dpdpdz kuvautuu siis

karteesiseen koordinaatistoon tilavuusalkioksi p dpdydz.

Jotta muuttujienvaihto r olisi sdannéllinen, taytyy sen Jacobin determinantin olla nollasta
eroava, pois lukien mahdolliselle Iahtéjoukon nollamitalliselle osajoukolle. Nyt det(Dr) =
p # 0 kaikkialla paitsi z-akselin pisteissa. Tama tarkoittaa, etta kaikki 21 2-koordinaatiston

pisteet ovat muuttujienvaihdon r kantapisteita lukuun ottamatta z-akselin pisteita.

z-akselin pisteet eivat ole muuttujienvaihdon kantapisteita, koska niilld ei ole yksikasit-
teista alkukuvaa sylinterikoordinaatistossa. Sylinterikoordinaatiston tason p = 0 pisteet
kuvautuvat muuttujienvaihdossa z-akselin pisteiksi siten, etta tason suora z = z; ku-
vautuu pisteeksi (0,0, zo) kaikilla muuttujan ¢ arvoilla. Koska kuitenkin taso p = 0 on

nollamitallinen avaruudessa R?, muuttujienvaihto r on saiannéllinen.

Jacobin matriisin (42) sarakkeet ovat muuttujienvaihdon r(p, ¢, z) = (pcos p, psin @, z)

osittaisderivaatat eli koordinaattikayrien tangenttivektorit. Nama tangenttivektorit ovat:

r, = (cosp,sing,0),r, = (—psinp, pcosp,0)jar, = (0,0,1) (44)
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Osittaisderivaattojen pituudet, jotka ovat my6és muuttujienvaihdon r(p, ¢, z) skaalauste-
kijat, ovat:

hp = [Ir,ll = 1 hy = [lroll = p, he = flr=f| = 1 (45)

Pisteessa (z, vy, z) = r(p, p, z) muodostuva sylinterikoordinaatiston lokaali kanta koos-
tuu yksikkdtangenttivektoreista (&,, &,, €.), jotka saadaan jakamalla muuttujienvaihdon

osittaisderivaatat pituuksillaan eli skaalaustekijoilla:

ép:r—p:cosgpi+sin¢j (46)
ho

éwzri:—sing0i+cosgpj (47)
he
r

é.= - =k 48

&= (48)

Suoralla laskulla voidaan todeta, etta sylinterikoordinaatiston lokaali kanta on syklinen:

é,xe,=¢,,8e,x¢e,=¢,jaé, x¢,=¢, (49)

Syklisyydesta seuraa, ettd kanta (€,, €., €,) on ortonormaali ja muodostaa oikeakatisen

systeemin.

Sylinterikoordinaatiston lokaali kanta voidaan asettaa vain niihin karteesisen koordinaa-
tiston pisteisiin, jotka ovat muuttujienvaihdon r kantapisteita. Koska kuitenkin skaalaus-
tekijat h, ja h. ovat nollasta eroavia my6s z-akselin pisteissa, voidaan ndihin pisteisiin

liittaa osakanta (&,, &.).
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Muuttujienvaihdon (z,y, z) = r(p, ¢, z) differentioituvuuden geometrisena tulkintana

differentiaalisen pieni siirtyma (dp, dy, dz) pisteessa (p, p, z) kuvautuu siirtymaksi:

dr =r,dp+r,dp+r,.dz (50)
= I )18, do+ e 18, dip + [ir.]12. 2 (51
=1-&,dp+pé,dp+1-8&.dz (52)
=@&,dp+ pé,dp+ @&, dz (53)

pisteessa (x,y, z) = r(p, p, 2).

Lokaalin kannan ortogonaalisuudesta seuraa:

lep X eyl = [le, x e = [le: x e[| =1 (54)

Talldin myos tangenttivektorien ristitulojen pituudet ovat suoraan skaalaustekijéiden tu-

loja:
[, X vl = hohylle, X eyl = hyhy (55)
v, X r.|| = hyh.|e, x e.| = hyh, (56)
[r: X 1,|l = hahylle. x ey|| = hyh. (57)
Esimerkki: koska [|[N(¢, 2)|| = |lr, x r;|| = [|r,||||Ir.|/, pintaelementin dydz skaalautu-

minen kuvauksessa r pintaelementiksi || N (¢, z)||dpdz voidaan maarittaa skaalausteki-
joiden hy ja h, tulona. Vastaavasti N(¢, z) = r, x r, = [|r,||||r.|| = hyh.€, lokaalin

kannan syklisyyden nojalla.



37

Olkoon jatkuvasti derivoituva f(p, ¢, z). Gradientti V f sylinterikoordinaatiston lokaalissa

kannassa on:
of
o

L0

1 of .
pdp ¥

+ (58)

Olkoon my&s jatkuvasti derivoituva f(p, ¢, 2) = fi1€, + f2€, + f3&, Divergenssi V - f

sylinterikoordinaatiston lokaalissa kannassa on:

i O 108 O g,

1/0 0 0
V-f(p,ga,z)—p<8p(0f1)+a(pf2+az(pf3)> T p 9p  pdp 0z

Roottori V x f sylinterikoordinaatiston lokaalissa kannassa on:

8, pb, &
ilo o o

V xf(p,pz)=—]"2 - (60)
b02)= 0150 5 B
i pf2 f3

2.3.6 Muuttujienvaihto pallokoordinaatteihin ja sen lokaali kanta

Karteesisen koordinaatiston pisteet voidaan esittaad pallokoordinaattien (r,0, ) avulla

seuraavasti:

x=rsinfcosp, >0

y=rsinfsingp, 6¢€l0,7] (61)

z =rcosf, ¢ € [0, 27]

Yhtaloryhma (61) esittad muuttujienvaihdon r, jossa (z,y, z) = r(r, 0, @)

= (rsinf cos p, rsin @ sin ¢, r cos ), karteesisista koordinaateista pallokoodinaatteihin.
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Muuttuja r kuvaa karteesisen koordinaatiston pisteen etaisyytta origosta, § on suunnattu
kulma vektorilta k pisteen paikkavektorille, ja ¢ on positiivisesti, eli zy-tasolla vastapai-
vaan, suunnattu kulma luonnollisen kannan vektorilta i vektorille, joka on pisteen paik-

kavektorin projektio xy-tasolle. r sin 6 kuvaa pisteen etdisyytta z-akselista.

Yhtaléryhmassa on valittu pallokoordinaattien arvot siten, ettd muuttujienvaihto on bi-
jektiivinen kuvaus R? — R3 kaikissa muuttujienvaihdon saanndllisissa pisteiss3, ja naita

arvoja rajaamalla voidaan valita ne avaruuden R? osajoukot, joita kulloinkin kasitelldsn.

Kantapisteen r(rq, 6y, o) kautta kulkevat koordinaattikdyrat muodostavat kyseisessa pis-

teessa xyz-avaruuden pallokoordinaatiston ja luvut r, 8, ja (o ovat pisteen pallokoordi-

naatit.

Muuttujienvaihdon r = rqi + r5j + r3k Jacobin matriisi on:

(Or O O]
or 90 oy sinffcosp rcosffcosp —rsinfsing
Org  Ory  Ory
Pr=19, 20 oap| = [fnfs ' i 62
' or 00 0y sinfsingp rcosfsing rsinfcosp (62)
Ors Ors Ors cosf —7rsin 0
o 6 o)

Muuttujienvaihdon r Jacobin determinantti on:

Muuttujienvaihdossa pallokoordinaatiston pieni tilavuusalkio drdfdy kuvautuu siis kar-

teesiseen koordinaatistoon tilavuusalkioksi 72 sin 6 drdfd.p.

Jotta muuttujienvaihto r olisi sdanndéllinen, taytyy sen Jacobin determinantin olla nollasta

eroava, pois lukien mahdolliselle 1aht6joukon nollamitalliselle osajoukolle.
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Nyt det(Dr) = 72 sin 6 # 0 kaikkialla paitsi 2-akselin pisteiss3, joten niit4 pisteits lukuun

ottamatta kaikki zy2-koordinaatiston pisteet ovat muuttujienvaihdon r kantapisteita.

z-akselin pisteilld ei siis ole yksikasitteistd alkukuvaa pallokoordinaatistossa, mutta nii-
den alkukuvien joukko on nollamitallinen avaruudessa R?, joten muuttujienvaihto r on
saannollinen. Pallokoordinaatiston tasojen r = 0,0 = 0 ja 8 = w pisteet kuvautuvat
muuttujienvaihdossa z-akselin pisteiksi siten, ettd tason suora r = r kuvautuu pisteeksi
(0,0, 79) kaikilla muuttujan ¢ arvoilla. Koska tasojen » = 0, # = 0 ja # = 7 yhdiste on

nollamitallinen avaruudessa R?, muuttujienvaihto r on sdinnéllinen.

Muuttujienvaihdon r(r, 8, @) = (rsin 6 cos @, r sin § sin ¢,  cos 6) Jacobin matriisin (62)

sarakkeet ovat sen osittaisderivaatat eli koordinaattikdyrien tangenttivektorit. Ne ovat:

r, = (sin 6 cos p, sin @ sin @, cos 6) (64)
ryp = (rcosf cos p,r cosfsing, —rsinb) (65)
r, = (—rsinfsinp,rsinfcos p,0) (66)

Osittaisderivaattojen pituudet eli muuttujienvaihdon r(p, ¢, z) skaalaustekijat ovat:

hy = ||r.|| =1, hg = ||rg]| = r,jahy, = |Ir,|| = rsind (67)

Pisteessa (z, vy, z) = r(p, ¢, z) muodostuva pallokoordinaatiston lokaali kanta koostuu
yksikkdtangenttivektoreista (&,, &, &), jotka saadaan jakamalla muuttujienvaihdon osit-

taisderivaatat pituuksillaan eli skaalaustekijoilla:

éT:%:SiHQCOSgDi—i-Sin@Sin(pj—I—COS(9k (68)

égz%:cosﬁcosgoi—i-cosﬁsinapj—sin&k (69)
0

éwzzi:—singoi—ircosgpj (70)
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Suoralla laskulla voidaan todeta, ettd pallokoordinaatiston lokaali kanta on syklinen (ks.
luku 2.1.3):

8 X8 =8, 8 x8&,=8jad, x& =& (71)

Syklisyydesta seuraa, ettd kanta (&,, &, €,) on ortonormaali ja muodostaa oikeakatisen

systeemin.

Pallokoordinaatiston lokaali kanta voidaan asettaa vain niihin karteesisen koordinaatiston
pisteisiin, jotka ovat muuttujienvaihdon r kantapisteita. Koska kuitenkin skaalaustekija
h, on nollasta eroava myos z-akselin pisteissa, ja hy on nollasta eroava muissa z-akselin
pisteissa kuin origossa, voidaan origoon liittda osakanta &, ja muihin z-akselin pisteisiin

osakanta (€&, &y).

Muuttujienvaihdon (z,y, z) = r(r,0, ) differentioituvuuden geometrisena tulkintana

differentiaalisen pieni siirtyma (dr, df, dy) pisteessa (r, 0, ) kuvautuu siirtymaksi:

dr =r,dr +rgdf +r,dp (72)
= I, dr + o1& do + v, &, di 73)
=1-&dr+r-&df+rsinf-é,dy (74)
=&, dr +régdf + rsindé, dy (75)

pisteessa (x,y, z) = r(r,0, ¢).

Lokaalin kannan ortogonaalisuudesta seuraa:

e x eall = fleg x egl| = lle, x e = 1 (76)
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Tall6in seuraa myos:

HI‘,« X I'QH = h,.hQHeT X egH = hrhg (77)
[ro x rol| = hohylleg x e,|| = hohy (78)
ey x ]l = hohlle, x e = i, (79)
Esimerkki: koska [|[IN(6, ¢)|| = |lre x ry|| = ||rel|||lr,||, pintaelementin dOdy skaalautu-

minen kuvauksessa r pintaelementiksi ||N (6, ¢)||dfdy voidaan maarittaa skaalausteki-
joiden hg ja h,, tulona. Vastaavasti N(6, ) = ry x r, = ||rg||||ry| = heh,&, lokaalin

kannan syklisyyden nojalla.

Olkoon jatkuvasti derivoituva f(r, 6, ¢). Gradientti V f pallokoordinaatiston lokaalissa

kannassa on:
gA 1 gA 1 o0f .

Vi 0,0) = or &t r 00 Co + rsin@%ew

(80)

Olkoon my®s jatkuvasti derivoituva f(r, 6, ) = fi1&, + f2€y + f3€, Divergenssi V - f

pallokoordinaatiston lokaalissa kannassa on:

1 0 0 0
V-f(r,0,¢) = Tend (ar(TQ sinf f1) + %(rsinﬁfg) + as0(7“f3)> (81)

Roottori V x f pallokoordinaatiston lokaalissa kannassa on:

A A

&, 18 rsinbé,

fo(r,@,gp):#ﬁ 9 g

r2sinf |9r 06 dp

f1 T’fg 7 sin 9f3
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2.3.7 Kommentteja

Edelld on todettu, ettd sylinteri- ja pallokoordinaatistojen lokaalit kannat ovat syklisia,
ja nain siis ortonormaaleja ja oikeakatisia. Tama yksinkertaistaa laskutehtavien ratkaise-
mista. Muuttujenvaihdossa laht6joukon suorakulmio kuvautuu edelleen suorakulmiok-
si, ja suorakulmainen sarmi6 kuvautuu suorakulmaiseksi sarmioksi. Siten sylinterikoordi-
naatiston ja pallokoordinaatiston seka niiden lokaalien kantojen kayttamisesta kaytannon

laskutehtavissa voidaan esittid3 seuraavat kommentit.

Jacobin determinantti, jota tarvitaan tilavuusintegraalin laskemiseen, on kannan skaa-
laustekijoiden tulo. Kun parametrisoidaan saanndllinen pinta kdyttdaen muuttujienvaih-
toa, joka maaraa syklisen lokaalin kannan, on yksi kolmesta kdytdssa olevasta muuttu-
jasta vakio, ja differentiaalisen pintaelementin ala on kahta muuta muuttujaa vastaavien
skaalaustekijoiden tulo. Tata tietoa voi kayttaa pintaintegraalia laskiessa. Erityisesti vuoin-
tegraalia laskiessa tarvitaan tietoa, etta pinnan yksikko(ulko)normaali on se lokaalin kan-
nan vektoreista, joka vastaa sitd muuttujaa, joka on vakio kyseisella pinnalla. Esimerkiksi
sylinterikappaleen silld pinnalla, jolla p on vakio, pinnan normaalivektori p - 1&, = pé€,
siten, ettd p ja 1 ovat niiden tangenttivektorien, joiden ristitulo maaraa pinnan normaa-
livektorin, pituudet. Pinnan normaalivektorin pituus on differentiaalisen pintaelementin

ala, joka tassa esimerkissa on p.

Lokaali kanta on ymmarrettava eri tavalla kuin luonnollinen kanta. Lokaalin kannan kom-

ponentit ovat riippuvaisia siitd, mihin koordinaatiston pisteeseen se on asetettu.

Havainnollistetaan tata esimerkilla. Kun magneettivuon tiheyttd B (aihetta tullaan ka-
sittelemaan luvussa 4) kuvataan sylinterikoordinaatiston lokaalissa kannassa vektorina
Bé,, jossa B = ||B||, syy tdhan on, ettd kuvataan kenttaa, jonka kenttéviivat muodos-
tavat pyoreita silmukoita. Vektori Bé, = B(—sin ¢, cos ¢, 0) sivuaa kenttaviivaa jokai-
sessa sen pisteessa, eli on kenttaviivan tangentti. Taman tangenttivektorin suunta riippuu
koordinaatin ¢ arvosta tarkasteltavassa pisteessa, ja yleensakin magneettivuon tiheys B

kussakin pisteessa riippuu muun muassa koordinaatista .
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Edelleen, vaikka kenttateorian ongelmissa kaytetdaan sylinteri- ja pallokoordinaatteja, ei
naiden koordinaattien arvoja tarvitse aina ratkaista. Kaytetaan tassakin esimerkkia. Vii-
vavarauksen, jonka esitetaan olevan z-akselin suuntainen, aiheuttama sahkokentan voi-
makkuus (laskukaava tullaan johtamaan luvussa 3.4.1) on E = Eé, = E(cos ¢, sin ¢, 0),
jossa E = ||E||. Jos on tarkoitus laskea, mikd E on jossakin koordinaatiston pisteessa
(x,y, z), yksikkdvektorin &, osalta riittaa tietdd, miten cos ¢ ja sin ¢ riippuvat koordinaa-
teista x ja y (ks. liite 2). Edelleen, z-akselin suuntaisen viivavarauksen \ aiheuttaman sah-

kokentan suuruus E =

, jossa p riippuu koordinaateista x ja y.

TEWP
Jos sylinteri- tai pallokoordinaatiston origo on asetettu muualle kuin karteesisen koordi-
naatiston origoon, tdma pitda ottaa huomioon sylinteri- ja pallokoordinaatteja ja lokaa-
lien kantojen vektoreita maaritettaessa (ks. jalleen liite 2 ja esimerkin 3.5.1 huomautus

viiva- ja pistevarauksien sijainnista).

Tasta eteenpadin differentiaalisen pieni siirtyma eli pituusalkio dr esitetaan tassa tyossa

symbolilla dl, ellei toisin mainita.
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3 Staattiset sahkokentat

Tassa luvussa kasitelladan sahkdvarausten aiheuttamia, ajan suhteen muuttumattomia sah-
kokenttia. Naita kenttia kutsutaan myos staattisiksi ja konservatiivisiksi sahkdkentiksi. Lu-

ku perustuu ensisijaisesti |ahteeseen Griffiths, 2013. s. 59-92.

3.1 Coulombin laki

Kokeellisesti tiedetaan, etta kolmiulotteisen avaruuden pisteessa ro = (o, Yo, 20) Sijait-
seva pistemainen sahkdvaraus ¢ aiheuttaa avaruuden pisteessa r = (z, y, z) sijaitsevaan

pistemaiseen sdhkévaraukseen ¢’ voiman F(r) Coulombin lain mukaisesti:

_q¢ r—r10
 Admeg |lr — o3

F(r) (83)

Tassa € on sdahkdvakio, eli tyhjion permittiivisyys. Vastaavasti pistevaraus ¢ aiheuttaa pis-

tevaraukseen ¢’ yhta suuren, mutta suunnaltaan vastakkaisen voiman:

_q¢ To—r
 d7eg lro — |3

F(ro) = —F(r) (84)

Samanmerkkiset varaukset hylkivat toisiaan, ja erimerkkiset varaukset vetavat toisiaan
puoleensa. Kun pistevaraukset ¢ ja ¢’ ovat samanmerkkisia, ¢g¢’ > 0. Talloin varaukseen
¢’ kohdistuva voima F(r) on samansuuntainen kuin vektori varauksen g sijainnista r( va-
rauksen ¢’ sijaintiin r, jolloin varaus ¢’ pyrkii etaantymaan varauksesta ¢. Vastaavasti va-
raus ¢ pyrkii etdantymaan varauksesta ¢’. Kun varaukset ovat erimerkkisia, ¢g¢’ < 0 ja va-
rausten toisiinsa kohdistamat voimat ovat vastakkaissuuntaisia niiden valisiin vektoreihin

nahden, ja varaukset vetavat toisiaan puoleensa.
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3.2 Sahkokentan voimakkuus

Varausten aiheuttamaa sahkostaattista vuorovaikutusta kuvataan sahkdkentan voimak-
kuutena E. Avaruuden pisteessa r sahkokenttd on pisteeseen kohdistuvan sahkdstaatti-

sen kokonaisvoiman ja pisteessa sijaitsevan varauksen ¢’ osamaara:

Sahkokentan olemassaolo todennetaan mittaamalla sen vaikutus pieneen testivarauk-
seen ¢, jonka olemassaolo ei kdytannossa vaikuta sahkokenttaan, kohdistuvana voimana

(Thidé, 2011, s. 3).

Yksittdisen, pisteessa r sijaitsevan pistevarauksen ¢ pisteeseen r # ry aiheuttama sah-

kokenttd E(r) seuraa Coulombin laista (83):

_ 9 I —1Tp
 4meg |lr — o2

E(r)

Yksittaisen pistevarauksen g aiheuttama sahkdkentta voidaan esittaa kompaktimmin muo-

dossa:

Er) = L& (87)

- T
dreqr?

jossar = ||r — ||, ja & on pistevarauksen sijainnista ry havaintopisteeseen r osoittavan

r —TIp

vektorin suuntainen yksikkdvektori. Koska €, = , se on myos pallokoordinaatis-

|lr —ro
ton lokaalin kannan vektori, tarkoittaen tdssa muuttujienvaihtoa karteesisista koordinaa-

teista pallokoordinaatteihin siten, ettd pallokoordinaatiston origo asetetaan pisteeseen

ro (kS 236)

Varauksen aiheuttaman sahkokentan kenttaviivat ovat avoimia, ne eivat siis muodosta sil-

mukoita (ks. 2.2.14). Kenttaviivojen suunta on positiivisesta varauksesta darettomyyteen,
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tai darettomyydesta negatiiviseen varaukseen. Pistevarauksenaiheuttaman sahkokentan
kenttaviivat osoittavat radiaalisesti pistevarauksesta ulospain, ja yhtalon (86) mukaisesti

sahkokentta heikkenee suhteessa tarkastelupisteen ja varauksen etaisyyden neliéon.

Superpositioperiaatteen nojalla (Griffiths, 2013, s. 78) usean pistevarauksen ¢; ...q,,, jotka
sijaitsevat pisteissa ry...r,,, pisteeseen r aiheuttama sahkokentta on yksittdisten varaus-

ten aiheuttamien sidhkokenttien summa:

) = 3 B0 = e 20— .

471'80 i—

Pistevarauksen, ja siten my6s useiden pistevarauksien, aiheuttama sahkokentta on pyor-

teeton:

R R )
dreolr — ol | Oz Jy 0z

r—%0 Y— Yo =— %20

VXxE=

Sahkovarauksien aiheuttamaa, pyorteetonta kenttaa kutsutaan myos staattiseksi tai kon-
servatiiviseksi sahkokentaksi. Konservatiivisen kentan matemaattista luonnetta on kasi-

telty luvussa 2.2.14.

3.3 Sahkostaattinen potentiaali ja tyo sahkokentassa

Staattisella sahkokentalla E on sdhkostaattinen potentiaali V siten, etta:

E(r) = -VV(r) (90)

Sahkostaattinen potentiaali eroaa kappaleessa 2.2.14 kasitellysta staattisen vektorikentan

skalaaripotentiaalista vain etumerkiltdan. Kaavan (90) mukaisesti, sahkokentti on sahko-
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staattisen potentiaalin gradientin vastavektorin suuntainen. Sahkokentan suunta on siis

korkeammasta potentiaalista matalampaan.

Kun sdhkokenttd on pistevarauksen aiheuttama, ks. kaava (86), on sen sahkostaattinen

potentiaali:
q 1 q
Vir)= = 91
(x) dmeg ||l —rol|  4meor &1
Toisaalta, sahkostaattinen potentiaali(ero) voidaan maarittaa kayraintegraalina:
Vo _ / E.dl (92)
c

Kaavassa (92) negatiivinen etumerkki merkitsee, ettd integrointi tapahtuu siahkdkentan
suunnan vastaisesti. Tama johtuu juuri siita, ettd sahkokentan suunta on korkeammasta
potentiaalista matalampaan. Luvussa 2.2.14 todettiin, etta kdyraintegraali pyorteettémas-
sa vektorikentdssa saadaan vektorikentan skalaaripotentiaalin arvojen erotuksena siten,
ettad potentiaalista integrointikdyran loppupisteessa vahennetian potentiaali kdyran al-
kupisteessa. Alku- ja loppupisteen valille valittu reitti ei vaikuta integraalin arvoon. Myags
kaava (92) antaa sahkdisen potentiaalieron eli jannitteen siten, ettad kdyran alkupiste on

referenssipiste, jonka potentiaaliin verrataan potentiaalia kdyran loppupisteessa.

Valitsemalla referenssipisteeksi dareton sahkostaattisen potentiaalifunktion arvoksi in-
tegraalin alarajalla saadaan 0 (integroimisvakiota ei ole tarpeen huomioida maaratyssa
integraalissa). Esimerkiksi kaavan (91) mukainen potentiaali V' pistevarauksen ¢ aiheutta-

malle sahkokentalle E voidaan siis maarittaa sahkokentan kayraintegraalina seuraavasti:

' 7“1
V:—/E-dl:—/ Eds=— q — ds = q (93)
c 4dmeg s 4megr

o0 o0

jossa E = Eé&,, dl on pallokoordinaatiston lokaalin kannan pituusalkio, muuttuja s kuvaa

kayran C pisteiden etaisyyksia varauksesta ¢ ja r on havaintopisteen etaisyys varauksesta.
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Huomautus: referenssipisteen asettaminen darettomyyteen potentiaalifunktiota maari-
tettdessa toimii teoreettisella tasolla silloin, kun sdhkokentan aiheuttava varausjakauma

on aarellinen. (Griffiths, 2013, s. 81).

Superpositioperiaatteen nojalla (Griffiths, 2013, s. 82) usean pistevarauksen ¢; ...q,,, jotka

sijaitsevat pisteissa ry...r,, pisteeseen r aiheuttama sahkostaattinen potentiaali on:

Z (94)

47‘-80 i=1 ||I' - rlH

Talloin E(r) = —VV(r), kun E(r) on maaritelty kuten yhtalossa (88).

Sahkokentassa E varaukseen () pitkin kdyraa C' tehtava tyd W maaritelladn seuraavasti:

W:—Q/E-dl (95)
C

Jos lisdksi tunnetaan sahkdkentan E sahkostaattinen potentiaali V' kdyran C alku- ja lop-
pupisteissa siten, ettd 1 (ry) on potentiaali kdyran alkupisteessa r( ja V' (r) on potentiaali

kayran loppupisteessa r, tyé W voidaan esittda potentiaalierona:

W =QV(r)—V(ry)) (96)

Tassa potentiaalierolla ei siis tarkoiteta sdhkostaattisten potentiaalien eroa. Tehtavan tyon
suuntaan vaikuttaa, paitsi sahkostaattisen potentiaalieron V' (r) — V' (r() etumerkki, myos
se, onko varaus () positiivinen tai negatiivinen. Vastaavasti, jos asetetaan integrointikay-
ran C alkupiste darettdmyyteen ja siten voidaan katsoa, ettd V' (ry) = 0, on varauksella @)
pisteessd r potentiaali V/(r) ja potentiaalienergia E,,; = QV (r). Yhtélon (96) yhteydes-
sa potentiaalierolla tarkoitetaan siis potentiaalienergian eroa, eikd naita kasitteita pida

sekoittaa keskenaan.
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JosW > 0, tyota tehdaan varaukseen () sdhkokentan E vastaisesti, jolloin siirretaan posi-
tiivista varausta korkeampaan sahkostaattiseen potentiaaliin tai negatiivista varausta ma-
talamampaan sahkostaattiseen potentiaaliin. Kummassakin tapauksessa sahkovarauksen

potentiaalienergia kasvaa.

Jos puolestaan W < 0, sahkokentta tekee ty6ta varaukseen, jolloin siirretaan positiivista
varausta matalampaan sihkostaattiseen potentiaaliin tai negatiivista varausta korkeam-
paan sahkostaattiseen potentiaaliin. Kummassakin tapauksessa sahkdvarauksen potenti-
aalienergia vihenee. Sahkokentassa tehtavaa tyota havainnollistetaan myos laskuesimer-

kissa 3.5.2.

3.4 Jatkuvat varausjakaumat ja niiden aiheuttamat sahkokentat

Jos pistevarauksia on riittdvan tihedan ja tasaisesti jakautuneena jossakin alueessa, voi-
daan sahkdvaraukset tassa alueessa esittaa diskreettien pistevarausten kokoelman sijas-
ta jatkuvana varausjakaumana. Tall6in yhtalon (88) mukainen tapa esittda varauksien ai-
heuttama sahkokentta yksittaisten varausten aiheuttamien sahkokenttien summana kor-

vautuu integraalilla.

Olkoon pisteeseen r sdhkdkentan E(r) aiheuttava kokonaisvaraus @) siten, etta tama ko-
konaisvaraus voidaan nahda jatkuvana varausjakaumana. Talléin varauksen () voidaan
ajatella koostuvan differentiaalisista varausalkioista d(). Varausalkio d() pisteessa s ai-

heuttaa pisteeseen r sahkokentan differentiaalisen elementin dE(r) (Thidé, 2011, s. 4):

dQQ r—s

ey Ir —s||?

dE(r) (97)

Jatkuva varausjakauma voi olla levittaytynyt kayralle, jolloin se voidaan esittda kayttaen
lineaarista varaustiheytta eli viivavaraustiheytta \ joka on sahkdvarauksen () maara pi-

tuusyksikkoa kohti (Griffiths, 2013, s. 63):
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dQ
ol

Vastaavasti pinnalle levittaytynyt varausjakauma voidaan esittda kayttaen pintavarausti-

heytta o, joka on sdhkdévarauksen maara pinta-alayksikkoa kohti:

e

Edelleen tilavuusvaraustiheys (lyhyemmin varaustiheys) p on séhkdvarauksen maara tila-

vuusyksikkoda kohti:
4Q

% (100)

p:

Riippuen siita, onko varausjakauma tasainen vai paikasta riippuva, varaustiheydet \, o ja
p voivat olla joko vakioita tai paikasta riippuvia funktioita. Kokonaisvaraus () varausjakau-

man sisaltavassa alueessa saadaan integroimalla varaustiheytta alueen vyli.

Jatkuvan varausjakauman pisteeseen r aiheuttama sihkokenttd E(r)saadaan integroi-
malla yht3lon (97) oikeaa puolta tekemalla yhtalon (98), (99) tai (100) mukainen sijoitus

ja integroimalla varausjakauman sisaltavan alueen yli (Griffiths, 2013, s. 63).

Esimerkiksi tilavuuteen V' levittdytyneen varausjakauman @@ = p(s) dV/, jossa p(s) on

mahdollisesti tilavuuden pisteesta s riippuva varaustiheys, pisteeseen r aiheuttama sah-

kokenttd E(r) on
r—s
dv 101
)= e /// e —s|p o)
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Tilavuusvarausjakauman aiheuttaman sahkokentan E(r) sahkostaattinen potentiaali V' (r)

1 p(s)
V(r) = e //V s av (102)

Sahkostaattisen potentiaalin maaritelman (90) siis E(r) = —VV/(r). Huomautus: gra-

pisteessa r on:

dientti maaritetdan muuttujan r suhteen, ja integraali muuttujan s suhteen.

Yhtdl6n (102) mukainen integraali suppenee, kun varaustiheys p(s) alueessa V' on pait-
si jatkuva, myos rajoitettu, ja kun alue V' on aarellinen ja sen ulkopuolella varaustiheys

haviaa, eli p = 0 (Adams & Essex, 2018, s. 950).

Sahkostaattisen potentiaalin olemassaolosta seuraa, ettd my6s jatkuvan varausjakauman

aiheuttama kenttd E on py6rteeton, siis V x E = 0, ja ndin ollen kentta on staattinen.

Luvussa 3.4.1 on esitetty todistus darettéman pitkan tasaisen viivavarausjakauman ai-
heuttamalle sahkokentalle. Liitteessa 3 on esitetty todistus darettéman tasaisen tasova-

rausjakauman aiheuttamalle sahkdkentélle.

3.4.1 Tasaisen ddrettoman viivavarausjakauman aiheuttama sahkékentan voimakkuus

Sahkokentan voimakkuus darettoman pitkassa ja ohuessa, tasaisesti varautuneessa (vii-
vavaraustiheys A on vakio) johtimessa. Todistus esitetddn ilman Gaussin lakia, jota kasi-

telldan luvussa 3.5.

Viivavaraustiheys ) sijaitsee z-akselilla. Maaritetaan yksittdisen pisteessa (0, 0, zg) sijait-
sevan varausalkion d() = Adl = ) dz pisteeseen r aiheuttama sahkdkentan differenti-
aalinen elementti dE(r), kun piste r = zi + yj + zk = pé, + z€, siten, ettd €, ja &,
ovat sellaisen sylinterikoordinaatiston, jonka origo on varausalkion d() sijainnissa, lokaa-

lin kannan vektoreita (talloin z — zy — 2):
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JE(r) — dQQ pe,+z&, Az p@,+ 2@,

B = 103
Areg ||p&, + 28,3 dmeg (p? + 22)3/2 (103)

Nyt viivavarauksen pisteeseen r aiheuttama sidhkokenttd E(r) saadaan selville integroi-

malla ylldolevaa yhtil64 koko z-akselin yli:

[T Adz pé, + 2z,
B = /—oo dreg (p? + 22)3/2 (104)

z
Koska matemaattisesti funktio —————— on muuttujan z suhteen pariton, ja fysikaa-
(p? + 22)3/2
lisesti z-akselin positiivisen ja negatiivisen puolen pisteissa sijaitsevien varausalkioiden
aiheuttamien kenttien z-akselin suuntaiset komponentit kumoavat toisensa, integraali
yksinkertaistuu:

- Apdz o Ap o [ dz
E(r) = = S 105
(r) /;oo 47T50(p2+22>3/2ep 47_‘_609[) /;OO (p2+22)3/2 ( )

dt
Tehdaan sijoitus z = ptant, jolloin dz = P L
cos“t
A /2 A
E(r) = ép/ costdt = é, (106)
dmeop " rj2 2meop

Viivavarausjakauman \ pisteeseen r aiheuttama sahkokentan voimakkuus E(r) on:

A
E(r) = é 107
(I‘) 27T60pep (107)

jossa p on pisteen r etaisyys viivavarauksesta.
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3.5 Maxwellin | yhtdlo: Gaussin laki sahkokentille

Sahkokentan E vuo @ lapi pinnan S, jonka yksikkdnormaali on n, on yhtalén (9) mukai-

@E://E~nd5 (108)
S

Jos pinta .S on umpinainen, vuo ®g voidaan Gaussin divergenssilauseen mukaisesti esit-

sesti:

taa myos kentan E divergenssin V - E integraalina pinnan S rajaaman tilavuuden V' yli:
@E:// V- -EdV (109)
Vv

Pistevarauksen g aiheuttamaa sahkokenttda E kuvaavan kaavan (87) seka liitteen 4 nojal-
la seuraa, ettd kyseisen sahkokentan divergenssilla V - E on integrointimassa vain siina
pisteessa, jossa varaus ¢ sijaitsee, ja integrointimassan suuruus on €qo

Koska toisaalta luvun 2.2.12 mukaisesti sahkokentan E lahde sijaitsee pisteessa, jossa
V - E > 0, seuraa, etta kentan E Iahde on varauksen ¢ sijainnissa. (Jos pistevaraus ¢
on negatiivinen, on sen sijainnissa kentan E nielu.) Tama sopii yhteen sen kanssa, etta
positiivisen varauksen ¢ aiheuttaman sahkdkentan E kenttaviivat alkavat varauksen si-

jainnista.

Jos nyt maaritetaan yksittaisen pistevarauksen ¢ aiheuttaman sahkokentan E vuo @ sel-

laisen umpinaisen pinnan lapi, jonka rajaamassa tilavuudessa q sijaitsee, on
P = — (110)

Superpositioperiaatteen nojalla usean pistevarauksen aiheuttaman sahkoékentan (yhtalo
(88)) vuo umpinaisen pinnan S lapi saadaan pinnan rajaaman tilavuuden V sisaltamien

varausten aiheuttamien sidhkokenttien summan vuona.
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Merkitaan nyt, ettd mielivaltaisen umpinaisen suunnatun pinnan S sisdansa sulkema ko-
konaisvaraus on ()., riippumatta siita, tulkitaanko varaus pistevarauksiksi vai jatkuvaksi

varausjakaumaksi.

Seuraa, etta kokonaisvarauksen aiheuttaman sahkokentan E vuo ®g pinnan lapi on ver-

rannollinen pinnan sisdansa sulkemaan varaukseen:

By — # E-ndS -0, (1)
S €0

Tama on Maxwellin | yhtalo eli Gaussin laki sdhkokentille integraalimuodossaan.
Edelleen, jos tilavuuden V sisdltdmat varaukset voidaan esittaa jatkuvana tilavuusvaraus-

jakaumana siten, ettd ¢ — pdV/, jossa p on tilavuusvaraustiheys (100), on tilavuuden

1
sisaansa sulkema varaus Q... = — [[f,, pdV. Tasta ja Maxwellin | yht4l6sta integraali-
20}

#E-nd5:1/// pdV (112)
S €0 1%

Divergenssilauseen (20) nojalla yhtalo (112) saadaan muotoon:
/// V'EdV:/// pdV (113)
v v

Koska suunnattu pinta S, ja ndin myos sen rajaama tilavuus /', on mielivaltainen, seuraa:

muodossa seuraa:

V-E="p (114)

Tama on Maxwellin | yhtal6 differentiaalimuodossaan. Sen mukaan jatkuvan varausjakau-
man aiheuttamalla sdhkokentilla E on lahde (tai nielu) niissa ja vain niissa pisteissa, joissa

varauksia sijaitsee, eli joissa varaustiheys p # 0.
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3.5.1 Laskuesimerkki: Sahkokenttien summa

Tasainen viivavarausjakauma A = 3.30 nC/m sijaitsee suoralla z = 3m, y = 4 m. Pis-
tevaraus () sijaitsee 2 m etdisyydella origosta. Maarita @ ja sen sijainti (x, y, z) niin, etta

sahkokentan voimakkuus E origossa on 0 (Edminister, 1993, s. 31, 2.46).

Ratkaisun vaiheissa pyritdan pitamaan vektorit muodossa, jossa nakyy vektorin pituuden
(joka kuvaa fysikaalisen suureen suuruutta) ja vektorin suuntaisen yksikkévektorin tulo,

tavoitteena yksinkertaistaa yhtalonratkaisua.

Lasketaan ensin viivavarausjakauman \ aiheuttama sahkokentan voimakkuus origossa.
Viivavaraus A on siis z-akselin suuntainen, ja sen x-koordinaatti on 3 ja y-koordinaatti
on 4. Viivavarauksen aiheuttama sahkokentdan voimakkuus E, esitetdan sylinterikoor-
dinaatein siten, etta sylinterikoordinaatiston origo voidaan asettaa mihin tahansa xyz-
koordinaatiston pisteista (3, 4, z), joissa varaus sijaitsee. Origon z-koordinaatti on mieli-
valtainen, koska viivavaraus on darettoéman pitka, eika z-koordinaattia tarvitse maaritella

esimerkin ratkaisemiseksi.

Nyt viivavarauksen etaisyys z-akselista ja siis origosta on p = \/(x —3)2+ (y —4)%

Valitun sylinterikoordinaatiston lokaalin kannan vektori on:

s _ (@=3)it(y—4)]

T Je =32+ (y -y

(115)

Lisdksi nyt (z,y, z) = (0,0,0). Niinpa viivavarauksen origoon aiheuttaman sdhkdkentan

voimakkuudelle E, saadaan yhtalo:

E, = é, (116)
A (0= 3)i+ (0 —4)j
2me0\ /(0 — 3)2+ (0 —4)2 /(0 —3)2 + (0 — 4)2

A —3i—4j 33-107% —3i—4j
107, 5  Teg 5
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Tasta lahtien (x, y, z) tarkoittaa pistevarauksen @ sijaintia, joka pyritaan ratkaisemaan.

Pistevarauksen () origoon aiheuttama sahkokentta E on:

E, = 4730702 & (17)
_ Q (0-2)i+(0—y)i+(0—2)k
dmeg((0 =22 + (0 =y +(0=2)2) \J(0—2)2+ (0—y)2 + (0 — 2)?
Q —xi—yj—zk

T dmeo( 12+ %) VTPt

Tama lasku perustuu vastaavaan paattelyyn kuin ylla on kaytetty viivavarauksen aiheutta-
malle sahkékentan voimakkuudelle. Pistevarauksen () aiheuttama sahkokentan voimak-
kuus E, esitetdan pallokoordinaatein siten, ettd pallokoordinaatiston origoksi valitaan
pistevarauksen sijainti (x, y, z). Liitteen 2 mukaisesti maaritellaan pistevarauksen ja zyz-

koordinaatiston origon etdisyys r seka pallokoordinaatiston lokaalin kannan vektori &,.
Koska toisaalta tiedetaan, etta pistevarauksen etaisyys origosta r = /22 + y? + 22 = 2,
sahkokentan voimakkuus on

i i 2k
. Q  —ri-yj—z (118)
167T€0 2

Eq

Sahkokenttien summa origossa on nolla:

E, + EQ =0 < E, = —EQ (119)

josta seuraa:
Q .:zci+yj+zk _ 3.3-1078 . —3i—4j

(120)
16meg 2 TEQ 5)
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Yht3l6 (120) on tosi vain, jos sen vasemman ja oikean puolen komponenttifunktiot ovat

keskenaan yhta suuret. Selvasti z = 0, joten tiedetaan, etta pistevaraus sijaitsee pisteessa

(z,y,0).

Oletetaan ensin, ettd () > 0. Nyt, koska vektoriyhtalon kummankin puolen vektorien

pituuksien taytyy olla samoja, seuraa:

Q=16-33-10°=5.28-10"%(C) (121)

Samoin kummankin puolen vektorien komponenttifunktioiden tulee olla samoja. Verra-
taan keskenaan yksikkévektorien komponenttifunktioita, jolloin saadaan selville pistees-

sa (z, v, 0) olevan yksikkdvarauksen sijainti:

. ) 8
T = =——,jay = = —— (122)

Ratkaisu (kun @ > 0): Pistevaraus (Q = 5.28 nC sijaitsee pisteessd (—1.2, —1.6,0) (m).

Oletetaan nyt, ettd ) < 0, jolloin —Q > 0. Kun esitetaan yhtalén (120) puolet edelleen
vektorien pituuksien (jotka ovat aina ei-negatiivisia) ja vektorien suuntaisten yksikkdvek-
torien tulona, ja huomataan, ettd pistevarauksen etumerkin muuttuminen kaantaa sen
aiheuttaman sahkokentan suunnan, yhtaloé saa muodon:

—Q —zi—yj 33-107% —3i-—4j

(123)
1671'80 2 TED 5)

Verrataan yhtadlon (123) kummankin puolen vektorien pituuksia sekd yksikkovektorien
komponenttifunktioita kuten yll3, jolloin ensin pituuksia vertaamalla ratkaistaan varaus
Q:

Q=-16-33-10"°= -5.28 1077 (C) (124)
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Ja komponenttifunktioita vertaamalla ratkaistaan varauksen sijainti:

2.(=3) 6.  2.(—4) 8
5% (125)

E A S

Ratkaisu (kun @ < 0): Pistevaraus Q = —5.28 nC sijaitsee pisteessa (1.2,1.6,0) (m)
Ratkaisuja on siis kaksi. Seuraavassa on pohdintaa siita, ovatko I6ydetyt ratkaisut jarkevia:

Positiivisen viivavarauksen aiheuttaman sahkékentan suunta on varauksesta poispain, ja
sen koordinaatit ovat xy-tason ensimmaisellad neljanneksella. On siis johdonmukaista, et-
ta sahkokenttien summan origossa on mahdollista olla nolla, kun on joko positiivinen pis-
tevaraus xy-tason kolmannella neljanneksella, siis origosta nahden eri suunnassa kuin
viivavaraus, tai vaihtoehtoisesti negatiivinen pistevaraus (kenttaviivat varausta kohti) ori-

gosta ndhden samassa suunnassa kuin positiivinen viivavaraus.

Huomautus ratkaisuprosessista: Koska viivavaraus on z-akselin suuntainen ja koska voi-
daan todeta, miksi pistevarauksen taytyy sijaita xy-tasolla, tehtavan ratkaisua voi tukea
piirtamalla kuvan tilanteesta zy-tasoon projisoituna siten, ettd myos sijainnissa (3, 4, z)

oleva viivavaraus esitetaan pisteena, joka piirroksessa sijaitsee tason pisteessa (3, 4).

3.5.2 Laskuesimerkki: Konservatiivisessa sihk6kentassa tehtava tyo

Maarita tyd W, joka tehdaan siirrettdessa pistevaraus () = 3 uC sylinterikoordinaatis-
5

ton pisteesté (4m, 7, 0) pisteeseen (2m, /2, 2m) sahkokentdssa E = —&, + 10°2&°
P

(V/m) (Edminister, 1993, s. 73, 5.22).
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Sahkokentalld E on potentiaali, jos ja vain jos sen roottori on 0. Nyt

&, pé, ¢&,
V x E 1o 90 9 0 (126)
BT 0 ap 02|
10°
p-0 10°z
P
joten on olemassa potentiaali V, jolla E = —VV. Hiukkasen siirrossa tehtava tyé W

riippuu vain siksi alku- ja loppupisteiden koordinaateista, ei valitusta reitista. Tehtava ty6

W saadaan kayraintegraalina:

W:—/QE-dl (127)
C

jossadl = &,dp+ pé,dy+&.dz on sylinterikoordinaatiston differentiaalinen pituusalkio.

Ideana on, ettd koska johtuen sdhkokentan konservatiivisuudesta, eli potentiaalin ole-
massaolosta, valittu reitti ei vaikuta laskettavan kdyraintegraalin arvoon, voidaan integroi-
da kunkin sylinterikoordinaatiston muuttujan suhteen erikseen, toisin sanoen pitkin sy-

linterikoordinaatiston koordinaattikayria.

Laskemalla pistetulo (huomaa, etta yksikkovektorien pistetulot itsensa kanssa saavat ar-

von 1) E - dl saadaan:

e 2 105 2 s
W=-3-10 —dp + 10°2dz (128)
4 0
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Tehtava tyo on siis negatiivinen, sdhkokentta siirtda positiivista varausta korkeammasta

potentiaalista matalampaan.

Tyo olisi voitu laskea myds potentiaalierona: Olkoon potentiaali V' = V' (p, ¢, z), jolle

(129)

E:_vv:_<a 10 0 )

—Vé,+-——Vé,+ —V
dp ot p Oy Cot 0z

Nyt V' = —10°In p + (i, 2), jossa c(ip, z) on integroimisvakio, joka voi riippua muuttu-

jista v ja z.

Koska aiV = 0, myds ((f(P c(p,z) =0, joten c(yp, z) = c(2).

9 / 5, 1 10° 2
Edelleen, a—V = (z) = —10°z, joten ¢(z) = — 5% +c.
2

Potentiaali V' on vakiota ¢ vaille yksikasitteisesti maaratty, eika kyseisen vakion arvoa tar-

vitse kiinnittda, koska tassa lasketaan potentiaalieroa. Nyt
5 L,
V=V(p,,z) =-10 (1np+§z )+ ¢ (130)

Voidaan viela tarkistaa, ettda —VV = E.
Niinpa potentiaalifunktion arvo alkupisteessi on: Vi, = V (4, 7,0) = —=10°In4 + ¢
Potentiaalifunktion arvo loppupisteessa on: Vig,p,, = V(2,7/2,2) = —10°(In2 + 2) + ¢

Nyt siis Viiru > Vigppu- Kuten ylla on todettu, varaus siirtyy korkeammasta potentiaalista

matalampaan. Tehtava tyd W on:

W = Q(Vioppu — Vatkw) = 3-107% - (=10°)(=In2+2) = —0.392(J)  (131)
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IImiota havainnollistaa tilanne, jossa esine putoaa hyllylta lattialle. Hyllylla ollessaan esi-
neelld on korkeampi potentiaalienergia kuin lattialla ollessaan. Tehtdva tyo eli potentiaa-
lienergian muutos on negatiivinen, painovoimakentta tekee tyota. Vastaavasti nyt sahko-

kentta tekee ty6ta positiivisen varauksen siirtamiseksi, ja tyd on ndin negatiivinen.

Toisaalta sahkdvaraus voi olla myds negatiivinen, siind missa dskeisen havainnollistuksen
esineen massa olisi vaistamatta positiivinen. Negatiivinen varaus pyrkii hakeutumaan ma-
talasta potentiaalista korkeampaan; sen potentiaalienergia on siis sitd korkeampi, mita

matalammassa potentiaalissa se on, kuten on selitetty luvussa 3.3.

Jos nyt askeisen esimerkin pistevaraus olisikin ) = —3 uC, ja sdhkokentta E ja koordi-
naatit samat kuin esimerkissd, olisi tyd W' = 0.392 (J). Ty® olisi positiivinen, siis tehtaisiin
tyota sahkokenttaa vastaan, koska vaikka tassakin siirrettaisiin varausta matalampaan po-
tentiaaliin, varaus olisi negatiivinen. Varauksen potentiaalienergia kasvaisi, vaikka se siir-

tyisi pienempaan sahkostaattiseen potentiaaliin.

Yllaoleva esimerkki pyrkii havainnollistamaan luvun 3.3 mainintaa sahkostaattisen poten-
tiaalin ja potentiaalienergian erosta. Sdhkoiseen potentiaalienergiaan vaikuttaa potenti-

aalin lisdksi varaus, ja oleellisesti myos varauksen merkki, ei vain sen suuruus.

Huomautus laskutekniikasta: Sahkékentan E konservatiivisuus ei edellytd, ett3 jokainen
sen komponenttifunktio on riippuvainen vain yhdesta tai ei mistdan muuttujasta. Joka ta-
pauksessa konservatiivisen vektorikentan tekemaa ty6ta laskiessa (integroimalla paloit-
tain koordinaattikdyrien suuntaisesti) jokainen komponenttifunktio integroidaan yhden
koordinaattikdyran suuntaisesti. Tall6in vain toisten muuttujien paikalle sijoitetaan niita
vastaavat koordinaattikdyran alku- tai loppupisteen koordinaatit riippuen siita, onko ky-

seisen muuttujan suhteen jo integroitu.
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3.5.3 Laskuesimerkki: Gaussin laki sihkokentille

Alueessa a < /22 + y2 < b (a,b > 0) on tasainen tilavuusvarausjakauma p, (C/m?).
Maarita Gaussin lain sahkokentille, eli Maxwellin | yhtalon, nojalla sahkékentan voimakk-

kuus E kaikkialla (Edminister, 1993, s. 42 3.15, laskettava suure vaihdettu).

Esitetdan karteesisen koordinaatiston pisteet sylinterikoordinaatein:

(z,y,2) = (pcosp, p sinp, 2), jolloin /22 + 42 = p.

Alue voidaan tulkita sisakkaisten sylinteripintojen, joilla p on vakio (a < p < b), yhdistee-
na. Yleisemmin koko avaruus R? voidaan esitti3 sylinterikoordinaateissa ja sitten tulkita

tallaisten pintojen yhdisteena.

Sylinterikoordinaatein esitettavan pinnan, jolla p on vakio (merkitdan talléin p = R), ulos-
pdin osoittava yksikkdnormaalivektori on &,. Sdhkékentan voimakkuus tallaisen pinnan
lapi on siis E = E€,. (Sahkdkentalla on vain radiaalinen komponentti, koska alue on z-

akselin suunnassa mielivaltaisen pitka.)

Edelleen, luvun 2.3.5 mukaisesti alueen tilavuusalkio dV' maaritellaan kayttaen Jacobin
determinanttia muuttujienvaihdolle karteesista koordinaateista sylinterikoordinaatteihin.
Jacobin determinantti on p, jolloin tilavuusalkio dV' = dxdydz = p dpdpdz. Lisaksi sylin-
teripinnan, jonka yksikkénormaali on &, pinta-alkio dS = p dydz, jossa p on skaalauste-

kijéiden h, = pja h, = 1 tulo.

Pinnan rajaaman tilavuuden V' kokonaisvaraus saadaan varaustiheyden p, tilavuusinte-

graalina (ks. 3.4). Esitetaan tama kokonaisvaraus eri alueissa:

Alueessa p < a varaustiheys pinnan rajaamassa tilavuudessa on 0. Talléin my6s pinnan

p = R sisadnsa sulkema varaus on 0, ja sahkékentan voimakkuus pinnan lapi on 0.
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Lasketaan pinnan p = R sisaansa sulkema varaus Q(R), kun a < p < b ja pinnalla on

z-akselin suunnassa mielivaltainen pituus L:

Q(R) = ///V podV (132)

L/2 p2r pR
= / / pop dpdpdz
—L/2J0 a
1

=L 2r- ipU(RQ —a?)

= mp, L(R* — a?)
Pinnan p = R sisadnsa sulkema kokonaisvaraus Qy.x, kun p > b, on:
Qo = TP, L(b* — @) (133)

Maxwellin | yhtalon eli Gaussin lain sahkokentille integraalimuodon (111) nojalla umpinai-
sen pinnan sisdansa sulkema kokonaisvaraus on suoraan verrannollinen sen aiheuttaman
sahkokentan vuohon (108) pinnan lapi. Esitetdan siis pinnan S sisdansa sulkema varaus

@ verrannollisena sahkdkentan vuohon pinnan lapi, kun p > a:

Q L/2 27
— = # E -ndS = / / Ee,-é,pdpdz =2nLEp = 2rpLE (134)
€0 S —L/2J0

Ratkaistaan nyt sdhkékentdn voimakkuus E = E8é, eri alueissa. Alueessa p < a Gaussin

lain nojalla E = 0.

Alueessa a < p < byhtaloista (132) ja (134) seuraa, kun merkitaan R = p:

2 _ 2 2 2
E=L %) ioinE = 2P = (/) (135)
2p o 2P €o
Alueessa p > b yhtaloista (133) ja (134) seuraa:
Y b2 2 Y b2 2
B2 =) oinE = Mép (V/m) (136)

2peo 2peo
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4 Sahkovirta ja magneettikentat

Tassa luvussa kasitelldan lyhyesti ensin sdhkdvarausten liiketta eli sahkovirtaa, seka va-
rauksen sailymislakia. Sitten esitetdan Lorentzin voima. Taman jalkeen kasitelladan mag-
neettikenttia siten, ettad niilld tarkoitetaan nimenomaan sahkévirran aiheuttamia, ajan

suhteen muuttumattomia kenttia.

4.1 Sahkovirta ja sahkovirrantiheys

Sahkovirta I, eli sahkovarausten liike, maaritellaan kiinnitetyn poikkipinnan lapi kulkeva-
na sahkodvarauksena aikayksikkoa kohti (Hayt & Buck, 2012, s. 110):

1= jim 59 _ %

= lm = (137)

Sahkovirta on skalaarisuure, joka noudattaa johtimen kulkusuuntaa. Virta voi kuitenkin ol-
la positiivinen tai negatiivinen. Sopimuksen mukaisesti sahkovirran positiivinen suunta on
positiivisten varausten kulkusuunnan suuntainen ja negatiivisten varausten kulkusuun-

nan vastainen. (Young & Freedman, 2020, 814).

Edelleen maaritellaan sahkovirrantiheys J sdhkovirtana pinta-alayksikkoa kohti niin, etta

virrantiheyden ja virran valinen riippuvuus on (Hayt & Buck, 2012, s. 110):
[://J-ndS (138)
s

jossa n on pinnan S yksikkénormaali. Kun J on vakio ja pinnan yksikkdnormaalin suun-

I
tainen, ja pinta S on tasoalue, patee J = T jossa J = ||J|| ja A on tasoalueen ala.
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Virrantiheys voidaan ilmaista varaustiheyden p ja varausten keskimaaraisen nopeuden v
tulona (Hayt & Buck, 2012, s. 111):
J=pv (139)

4.2 Varauksen sdilymislaki ja sahkovirran jatkuvuusyhtilo
Sahkovaraukseen patee sailymislaki, joka ilmenee globaalisti ja lokaalisti. Naista varauk-
sen globaali sailymislaki on, etta sahkévarauksen kokonaismaara universumissa ei muutu
(Griffiths, 2013, s. 356).

Varauksen lokaali sdilymislaki puolestaan merkitsee sit3, ettd sdhkovaraus ei yhtakkia il-
maannu jostain tai vastaavasti katoa, vaan se vaihtaa sijaintia jotakin jatkuvaa polkua pit-

kin (Griffiths, 2013, s. 356).

Olkoon tilavuus V/, jonka reuna on umpinainen pinta .S, ja tdman pinnan yksikkéulkonor-

maali n. Gaussin divergenssilauseen nojalla tilavuuteen meneva nettovirta [ on:
I:—//J-ndS:—///V-JdV (140)
S 1%

Lisaksi, kun tilavuutta V' pidetaan ajasta riippumattomana, sahkévirran maaritelman mu-

_4 _ [[[ o
[—dt///vpdV—///Vat v (141)

Koska tilavuus V' on mielivaltainen, seuraa:

kaan patee:

v.J=_2F (142)
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Na&in saadaan sahkovirran jatkuvuusyhtalo eli varauksen sailymislaki (Griffiths, 2013, s.
356):
dp

: - = 143
VJ+8t 0 (143)

Jos siis piste toimii virrantiheyden ldhteena, vidhenee varaustiheys tassa pisteessa ajan

funktiona. Jos piste toimii virrantiheyden nieluna, varaustiheys kasvaa ajan funktiona.

Jos varaustiheys p ei muutu ajan funktiona, niin V - J = 0. Tall6in virta on stationaarinen

(Purcell, E. & Morin, D., 2013, s. 431).

4.3 Lorentzin voima

Sahko- ja magneettikenttien olemassaolo havaitaan niiden voimavaikutuksen valityksella.
Sahkokentan voimakkuuden E ja magneettivuon tiheyden B yksittdiseen, nopeudella v
kulkevaan varaukseen ¢ kohdistama voima F maaritellaan seuraavasti (Griffiths, 2013, s.
212.):

F=¢E+v xB) (144)

Tata voimaa kutsutaan Lorentzin voimaksi. Yhtalosta voidaan erottaa myos erityisesti mag-
neettikentan aiheuttama Lorentzin voima F,,,,, = ¢(v x B). Koordinaatistossa, jossa va-

rauksen g nopeus v = 0, varaukseen vaikuttaa vain sahkokentta E kaavan 85 mukaisesti.

Lorentzin voiman F varaukseen ¢ tekeman tyon W differentiaalinen elementti dW voi-

daan esittaa seuraavasti, kun varaus kulkee ajassa dt matkan dl = vdt:

dW =F-dl=qE+v xB)-vdt (145)

Ristitulo on aina kohtisuorassa tekijoihinsa ndhden, joten (v x B) - v =0, jaF,,,, = 0.
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Magneettikentta ei tee varaukseen tyota, se ei siis kiihdyta tai hidasta varauksen liiket-
ta. Magneettikenttad vain kaareuttaa varauksen kulkusuuntaa siten, ettd magneettisen
voiman suunta sailyttda kohtisuoruutensa varauksen kulkusuuntaan nihden. Vain sih-

kokentta voi tehda tyota varaukseen. (Griffiths, 2013, s. 215.)

4.4 Magneettinen voima

Maaritetddan magneettikentan virtajohtimeen aiheuttama voima perustuen lahteeseen

Purcell & Morin, 2013, s. 284.

Esitetddan magneettikentan B aiheuttaman Lorentzin voiman F differentiaalinen element-
ti dF, joka kohdistuu nopeudella v liikkuvan jatkuvan varausjakauman differentiaaliselle
varausalkiolle dg:

dF = (v x B) dg (146)

Varauksen oletetaan liikkuvan ohuessa johtimessa, jonka differentiaalinen pituusalkio on
dl, ja dl = ||dl||. Talléin dg = A dl, kun X on liikkuvien varausten viivavaraustiheys (98).

s dl . . e dl
Lisaksi v = prls koska dl ja v ovat samansuuntaisia, niin v = v g Jossav = ||v]].

Johtimessa kulkee sdhkovirta I, josta seuraa:

dq dl
[=—=X\—=2)\ 147
at ~ Car =Y (147)
Nyt yht3lo (146) saadaan muotoon:
dl
dF = (vx B)dg = (v— x B)Adl = Avdl x B=I(dl x B) (148)

dl
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Nain ollen ulkoisen magneettikentian B johtimeen C, jossa kulkee virta I, aiheuttama

magneettinen voima F on:

F:/mem (149)
C

Ristitulon ominaisuuksien mukaisesti magneettinen voima F' vaikuttaa kohtisuorassa vir-

taelementin /dl ja magneettivuon tiheyden B virittdman tasoon nidhden.

4.5 Vakionopeudella liikkuvan pistevarauksen aiheuttama magneetti-
kentta ja oikean kdden saanto

Tama luku perustuu paaasiassa lahteeseen Young & Freedman, 2020, s. 918-920.

On havaittu kokeellisesti, ettd sahkovarausten liike eli sihkdvirta aiheuttaa magneettiken-

tan (Jackson, 1999, s. 175).

Vakionopeudella v liikkuvan pistevarauksen ¢ sijainnistaan s pisteeseen r aiheuttama

magneettikentta (tarkemmin magneettivuon tiheys) B(r) on:

fo qv X (r —s)
Br)=="—————- 150
(r) 4 ||r —s]? (150)
Tassa j1o on magneettivakio eli tyhjion permeabiliteetti.
Kaava (150) voidaan ilmoittaa my6s muodossa
Ho gV X ér
B(r) = — 151
() = 215 (1)

jossa &, = ” ” on varauksen sijainnista s kentan havaintopisteeseen r olevan suun-
r—=s

tavektorin suuntainen yksikkdvektori, ja r = ||r — s|| on pisteiden vélinen etaisyys.
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Magneettikentdn (magneettivuon tiheyden) suuruus B(r) on siis

Mo |glvsin®
e

B(r) (152)

 4n T

jossa f# on vektorien v ja &, valinen (pienempi) kulma. Ristitulon ominaisuuksista seuraa,

ettd ||v x &,|| = vsinb.

Ristitulon pituus ||v x &,|| on suurin, kun ristitulon tekijit v ja &, ovat keskendan kohti-
suorassa, jolloin sin # = 1. Niinpa magneettikenttd B on, kullakin etiisyyden r arvolla,
voimakkaimmillaan niissa pisteissa, jotka ovat varauksen kanssa samalla sellaisella tasol-
la, joka on kohtisuorassa vektoriin v ndhden. Toisaalta, v x &, = 0 kaikissa vektorin v

maaradman suoran pisteissa, ja siis B = 0 varauksen koko kulkureitilla.

Kun verrataan liikkkuvan pistevarauksen aiheuttamaa magneettikenttia B pistevarauksen,
joko paikallaan pysyvan tai liikkkuvan, aiheuttamaan sahkokenttaan E (yhtalo (86)), tai eri-
tyisesti kenttien suuruuksia B ja F/, huomataan molempien olevan suoraan verrannolli-
sia varaukseen ¢ seka kaantaen verrannollisia etdisyyden r neliéon kerrottuna luvulla 47.

Magneettikentan suunta kuitenkin poikkeaa taysin sahkokentan suunnasta.

Luvussa 3.2 todettiin, ettd kun sahkokentan aiheuttava varaus on positiivinen, kentan
suunta on varauksesta ulospain, ja varauksen ollessa negatiivinen kenttaviivat osoittavat

sita kohti.

Toisaalta magneettikenttd B on kaavan (151) mukaisesti ristitulovektorin v x &, suuntai-
nen, kun ¢ on positiivinen, ja ristitulon vastavektorin suuntainen, kun ¢ on negatiivinen.
Ristitulo v x &, on nopeuteen v ja vektoriin &, ndhden kohtisuorassa. Siksi magneetti-

kenttd B on vektorien v ja €, maaraaman tason normaalin suuntainen.

Magneettikentdn kenttaviivat kiertavat vektoria v, ja vektori B(r) on kenttaviivan tan-

genttivektori eli sivuaja pisteessa r (ks. 2.2.1). Kenttaviivat siis leikkaavat kunkin ristitulon
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v X &, maarittdman tason kohtisuorassa suunnassa. Kenttaviivat muodostavat silmukoita,

jotka varauksen ¢ ollessa positiivinen osoittavat ylhaalta pain katsottuna vastapaivaan.

Magneettikentin suunta noudattaa siis niin kutsuttua oikean kaden saantoa. Jos kuvaan-
nollisen kaden yl6spain osoittava peukalo edustaa positiivisen varauksen ¢ kulkusuuntaa
v, kdden muut nelja sormea, joihin nahden peukalo on kohtisuorassa, koukistettuina vas-

taavat magneettikentin B kenttaviivojen suuntaa.

Havainnollistetaan vield magneettikentan suuntaa varauksen kulkusuuntaan ndhden esi-
merkilla: Olkoon varaus ¢, joka liikkuu levossa olevassa xyz-koordinaatistossa vakiono-
peudella v pitkin z-akselin suuntaista suoraa. Tarkastellaan varauksen pisteeseen (z, y, 2)

aiheuttamaa magneettikenttaa.

Suoritetaan tarkastelu koordinaatistossa, joka saadaan alkuperaisesta koordinaatistosta
siirtamalla origo varauksen sijaintiin. Nyt tassa uudessa koordinaatistossa v = (0,0, v) =
~ s . A 1 . . .
vé,, ja kaavan (151) yhteydessa maaritelty vektori &, = —(z,y, z), jossa havaintopisteen
r

(x,y, z) javarauksen valinen etdisyys r = /a2 + y? + 2. Talléinv x &, = 9(—3;, z,0) =
vp "

”
vektori ja p = /22 + y? on pisteen etaisyys z-akselista.

é,, jossa &, on seka sylinteri- ettd pallokoordinaatiston lokaaleihin kantoihin kuuluva

Vektorin v x &, suunnan voi, ristitulon lineaarisuuden nojalla, todeta myos esittamalla
vektori é,, joka on pallokoordinaatiston lokaalin kannan vektori, kahden keskendan koh-

tisuoran komponenttinsa summana:

1 1 P z
& = —(r,y,0)+ —(0,0,2) = —€, + —€, 153
8 = —(r,,0) +(0,0,2) = To, + 26 (153

jossa €, ja €, ovat sylinterikoordinaatiston lokaalin kannan vektoreita. Nyt huomioiden
v z
taman kannan syklisyys (ks. 2.1.3) v x Bép = —pé¢,ja vx—&, =0.
r T T

Edelleen, koska siis sylinterikoordinaatiston lokaalissa kannassa (—y, x,0) = p€,, ja kos-

ka p = rsin 6, jossa siis r on pisteen etaisyys origosta (varauksen sijainnista) ja ¢ on vek-
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torien &, ja &, valinen kulma (erityisesti p = r kaikissa tason z = 0 pisteissa), voidaan

merkitd v x &, = vsind é,.

Kun siis on valittu liikkuvan pistevarauksen ¢ nopeusvektoriksi v = wvé&,, varauksen ai-

heuttama magneettikentta on:

_ poqusin

B &,, kung >0 (154)

4d7rr?

to(—q)vsin
4r?

B= (—&,), kung <0 (155)

Negatiiviselle varaukselle magneettikentta on ristitulon vastavektorin suuntainen. Jos siis
negatiivisen varauksen katsotaan kulkevan yléspain, kaavan (155) mukaisesti magneetti-

kentan kenttaviivat kiertavat nopeusvektoria myotapaivaan.

4.6 Vakiovirran aiheuttama magneettikentta: Biot’'n ja Savartin laki

Tassa luvussa kasitellaan liikkuvien sahkovarausten aiheuttamaa magneettikenttas siita
nakokulmasta, ettd varausten liike esitetaan sdhkovirtana. Luku perustuu paaasiassa lah-
teisiin Adams & Essex, 2018, s. 947-948 ja Jackson, 1999, s. 175-176. Vakiovirran ja sen

aiheuttaman magneettikentan yhteytta voidaan kuvata Biot’n ja Savartin lailla:

Olkoon B = B(r) ajasta riippumaton magneettivuon tiheys pisteessi r € R3, ja I ohues-
sa johtimessa kulkeva vakiosahkovirta. Johtimen differentiaalinen pituusalkio on ds, ja
johtimen pisteitd merkitidan muuttujallas € R3. Virran I pisteeseen r aiheuttaman mag-
neettivuon tiheyden B(r) differentiaalinen elementti dB(r) on (Adams & Essex, 2018, s.

947):
ol ds x (r—s)
C4r -3

dB(r) (156)

Yhtal6a (156) kutsutaan Biot’n ja Savartin laiksi.
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Jos merkitaan, etta pisteiden r ja s valinen etdisyys on r = ||r — s||, ja pisteestd s pistee-

seen r osoittavan vektorin suuntainen yksikkovektori on &,., yht3lo (156) saa muodon:

dB:LOIdSXé"

AT 72

(157)

Ristitulon ominaisuuksien mukaisesti magneettikentta pisteessa r on kohtisuorassa vir-
taelementin /ds ja pisteiden r ja s valiseen suuntavektorin maaraamaan tasoon nihden.
Toisaalta samansuuntaisten vektorien ristitulo on 0, eikd magneettikentalla ole johtimen

pituusalkion suuntaista komponenttia.

Virran [ aiheuttaman magneettikentan suunta noudattaa edelleen luvussa 4.5 mainittua
oikean kaden saant6a. Magneettikentta on kohtisuorassa ristitulon ds x &, maaraamaan
tason nahden, ja kenttaviivat muodostavat vektoria Ids kiertavia silmukoita siten, etta

siitd suunnasta katsottuna, johon virta kulkee, silmukat kiertavat vastapaivaan.

Magneettikenttien superpositioperiaatteen nojalla usean liikkuvan varauksen aiheutta-
ma magneettikenttd on yksittaisten liikkuvien varauksien aiheuttamien magneettikent-
tien summa (Young & Freedman, 2020, s. 941). N&in ollen virran I pisteeseen r aiheutta-
ma kokonaismagneettikenttd B(r) pisteessd on pienten virtaelementtien aiheuttamien

magneettikenttien summa.

Niinpa B(r) saadaan integroimalla yhtal6a (156) johtimen C, jossa virta kulkee, yli:

[ polds x (r—s)
B0 = | o8

Integroinnin tulos riippuu johtimen muodosta, mutta luonnollisesti virran voidaan ajatel-
la kulkevan vain johtimessa, joka on joko darettoman pitka, jolloin integroimisrajat inte-
graalissa (158) ovat —oo ja 400, tai muodostaa suljetun piirin, jolloin integraali maarite-

taan suljettuna kayraintegraalina.
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Virran I aiheuttaman magneettikentan suunta noudattaa edelleen luvussa 4.5 mainittua
oikean kdden saantoa. Se on kohtisuorassaristitulon ds x &€, maaraamaan tason ndhden ja

muodostaa vektoria Ids virran kulkusuuntaan nidhden vastapaivaan kiertavia silmukoita.

Johdetaan Biot’n ja Savartin lakia (156) kadyttaen aarettdman pitkédssa, suorassa ohuessa

johtimessa C' kulkevan virran I aiheuttama magneettikentta.

Katsotaan johtimen sijaitsevan koordinaatiston z-akselilla. Talléin johtimen pituusalkio
ds = dz@&,, jajohtimen pisteesta s = (0, 0, zo) havaintopisteeseenr = (z, y, ) osoittava
vektorir — s = (z,y,z — 2p). Siirrytadan sylinterikoordinaatistoon, jonka origo sijaitsee
pisteessa (0,0, zp). Talldinr — s = (pcos, psin, z) = pé&, + 2&,, jossa &, ja &, ovat

sylinterikoordinaatiston lokaalin kannan vektoreita, ja ||r — s|| = v/p? + 22.

Siten magneettikentan differentiaalinen elementti pisteessa r on:

ol dzé; x (p&, + 28;)  pol  pdzé,

dB(r) 47 (p2+z2)3/2  Ar (p2+z2)3/2

(159)

Ristitulo yhtaldssa perustellaan jalleen sylinterikoordinaatiston lokaalin kannan syklisyy-

dell3 (ks. 2.1.3).

Ratkaistaan magneettikenttd B(r) pisteessa r integroimalla yhtaloa (159) koko johtimen

C'yli ja kadyttamalla sijoitusta z = p tan t vastaavasti kuin luvussa 3.4.1:

ol pdzé, ol . /”/2
B(r) = = st dt 160
) / o dm (2P dmp ), " (160)

Ohuessa suorassa johtimessa kulkevan virran [ pisteeseen r aiheuttama magneettikent-
ta, eli magneettivuon tiheys B(r), on siis:

_ ol

B(r) = om0 (161)
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Tassa p on pisteen r etdisyys johtimesta. Jalleen oikean kaden saant6 havainnollistaa vir-
ran suunnan ja magneettikentan kenttaviivojen suhdetta: jos peukalo osoittaa virran kul-
kusuuntaan, johtimen ymparille kierretyt muut sormet osoittavat kenttaviivojen suun-
nan. Jos virta kulkee ylospéin (joka kaavaa (161) johdettaessa kdytetyssa koordinaatistossa
tarkoittaisi, ettd / on positiivinen), kenttaviivat kiertavat johdinta vastapaivaan. Jos virta

kulkee alaspain, kenttaviivat kiertavat johdinta myotapaivaan.

Biot’n ja Savartin laki voidaan esittda myos yleisemmassa muodossa, jossa ei oleteta vir-
ran kulkevan pitkin ohutta johdinta, vaan magneettikentdn aiheuttaa virrantiheys J(s)
(Jackson, 1999, s. 178):

~ po J(s) x (r—s)

Oletetaan nyt, ett3 J(s) on jatkuva jossakin rajatussa R3:n alueessa ja hiviaa taméan alu-
een ulkopuolella. Talléin magneettikenttd B(r) pisteessa r saadaan tilavuusintegraalina,

joka suppenee kun J(s) toteuttaa nama oletukset:

“0 Is) X (r =) ) (163)
IIP— s||?
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4.7 Maxwellin Il yhtalo: Gaussin laki magneettikentille

Maxwellin Il yhtalo, eli Gaussin laki magneettikentille, on differentiaalimuodossaan (Adams
& Essex, 2018, s. 950):
V-B=0 (164)

Divergenssilauseen (20) nojalla yhtal6 on integraalimuodossaan (Young & Freedman, 2020,

s. 973):
cIDE;:&égB-ndS:O (165)
S

jossa S on mielivaltainen suljettu pinta ja n on pinnan yksikkénormaali.

Maxwellin 1l yhtalon differentiaalimuodon mukaan magneettikentalla ei ole lahteita ei-
ka nieluja. Tama sopii yhteen ndkemyksen kanssa, ettd luonnosta ei [6ydy magneettisia
monopoleja eli vapaita magneettisia varauksia (Griffiths, 2013, s. 242). Vastaavasti mag-
neettisilla kenttaviivoilla ei ole alku- eika loppupistetta, kun ne oletetaan suljetuiksi silmu-
koiksi (tassa tydssa sivuutetaan mahdollisuus muunlaisten kenttéviivojen olemassaolol-
le). Maxwellin Il integraalimuodon mukaan magneettivuon tiheys ® 5 umpinaisen pinnan

lapi on 0.

Todistus (Moisio, 2025, s. 122-123): Jatkuvan virrantiheyden J aiheuttamalle magneetti-
kentalle B voidaan konstruoida eras vektoripotentiaali A, jolloin B = V x A ja on nain

ilmeist3, etta V - B = 0 (ks. myds 2.2.15).

Kuten on jo aiemmin esitetty kaavan (163) yhteydessa, virrantiheyden J(s) pisteeseen r

aiheuttama magneettikenttd B(r) on

///Ra = :HE “av (166)
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Magneettikentan B(r) (166) eras vektoripotentiaali A (r) kaikissa pisteissa r € R3 on:
J
Ho /// 6y (167)
7I8 R3 ||I' — SH

Seuraavassa perustelut sille, ettd A (r) on kentén B(r) eras vektoripotentiaali, toisin sa-

noenettd V x A(r) = B(r):

Kun oletetaan, ett3 J(s) on jatkuva ja rajoitettu jossakin rajatussa R3:n alueessa ja hiviai
taman alueen ulkopuolella, yhtalon (167) integraali suppenee jokaisessa pisteessa r, koska

jokaisen komponenttifunktion integraali suppenee (Adams & Essex, 2018, s. 949).

Kayttaen hyvaksi liitteen 5 vektorianalyysin identiteettia (c), kentdn J(s) riippumatto-
r—s

muutta muuttujasta r (jolloin V x J(s) = 0), seka tulosta V(HH) = —W,
r—s r—s

saadaan kaikillar € R3:

V x A(r ///}R3 ||1°—S|| ><J() av (168)
///Rs e

=B(r

(Tassa roottori lasketaan muuttujan r suhteen, ja integraali muuttujan s suhteen.)

Maxwellin Il yht3lon (164) paikkansapitavyys on siten todettu.
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4.8 Ampéren laki

Palataan vield Biot'n ja Savartin lain siihen muotoon (163), joka esittaa virrantiheyden

J(s) pisteeseen (r) aiheuttaman magneettikentan B(r):
J(s) x (r—s)
—dV (169)
RS \h—ﬂ

Kuten yht&lon (163) yhteydessa on mainittu, virrantiheys J(s) oletetaan tassa jatkuvaksi
jossakin rajatussa avaruuden R? alueessa ja timan alkueen ulkopuolella haviivaksi (ts
J = 0 alueen ulkopuolella). Lisdksi luvussa 4.7 esitetyn Maxwellin Il yhtil6n (164) nojalla

magneettikenttd B(r) on lahteeton, siis V - B = 0.

Tutkitaan seuraavaksi magneettikentan roottoria V x B(r) siten, ettd oletetaan virta sta-
tionaariseksi, eli V - J = 0. (Ldhde todistukselle: Jackson, 1999, s. 179-180; Thidé, 2011, s.
8-9.) Koska roottori maaritetdan pisteen r suhteen, ja toisaalta kaavassa (169) tilavuusin-
tegraali maaritetdan muuttujan s suhteen, voidaan roottorioperaattori vieda tilavuusin-

tegraalin sisalle:

V x B(r // v A& x(r=s) (170)
R3

!H—MP

Hyodynnetaan liitteen 5 kaavaa (e) seka sitd, etta J(s) on muuttujan r suhteen vakio:

V x M — (V . i)J(S) — (J(S) . V)i (171)

lr = sf® [r —s[® [r —s[®

Kasitellaan ensin yhtalén (171) oikean puolen jalkimmainen termi. Siind voidaan siirtya
derivoinnista muuttujan r suhteen derivointiin muuttujan s suhteen muuttujien valisen

symmetrian lausekkeessa nojalla. Esitetaan kyseinen termi lisdksi komponent-

[ —s|]®
tifunktioittain (tarkoittaen z-, y- ja z-akselin suuntaisia komponentteja), joista jokaisesta
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otetaan gradientti muuttujan s suhteen:

Edelleen liitteen 5 kaavan (b) nojalle kullekin yht3lon (172) oikean puolen termille (esite-

taan tassa vain ensimmainen termi, eli z-akselin suuntainen komponenttifunktio):

v (3T - Ty (173)

Koska on tehty oletus V - J = 0, riittaa tutkia, mita tapahtuu yhtalén (173) oikean puolen

. . S1 —
ensimmaiselle termille V- (J HH?’) Divergenssilauseen (20) nojalla, kun maaritetdan
r J—
kyseisen termin tilavuusintegraali alueen V' yli, saadaan kentan JW kokonaisvuo
r—=s

kyseisen alueen reunan eli pinnan lapi. Muistetaan samalla, ettd virrantiheys J(s) haviaa
jonkin rajatun avaruuden R? alueen ulkopuolella, ja etti toisaalta yhtlén (169) mukaises-
ti magneettikenttd B(r) mairitetdan tilavuusintegraalina koko avaruuden R? yli. Tallgin,
kun alue valitaan mielivaltaisen suureksi, kentan J havitessa sen aiheuttama kokonaisvuo

alueen reunan lapi havida myos (Adams & Essex, 2018, s. 950), ja seuraa:
dV =0 (174)
///Ra Hr - ||3)

Vastaava tulos patee yhtalon (172) oikean puolen muillekin komponenttifunktioille.

N&in ollen magneettikentdn B(r) roottori V x B(r) riippuu ainoastaan yhtalén (170)

mukaisesta tilavuusintegraalista yhtdlon (171) oikean puolen ensimmaisen termin yli:

V x B(r ///R ”:__SSHB)J(S) dv (175)
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Nyt liitteen 4 mukaisesti integroitava termi voidaan esittaa deltadistribuutiona
4763 (r — s)J(s), jonka integrointimassa sijaitsee pisteessi s = r, jolloin

VXBm:Z%mum:uﬁm (176)

7

Nain on johdettu Ampéren laki differentiaalimuodossaan:

V x B = jioJ (177)

Edelleen, Stokesin lauseen (21) ja yhtalon (138) nojalla voidaan johtaa Ampéren lain inte-

graalimuoto:

/ B.dl = Molenc (178)
as

Tassa siis 1., on mielivaltaisen pinnan S, jonka positiivisesti suunnattu reunakayra 05

on, lapaiseva kokonaisvirta.

Ampéren laki osoittaa integraalimuodossaan, ettd magneettikentian B kayraintegraali pit-
kin suljettua silmukkaa on suoraan verrannollinen silmukan lap&isevaan virtaan I.,,.. Dif-
ferentiaalimuodon (177) mukaan kentan B pyo6rre on verrannollinen virrantiheyteen J.

Nain ollen pisteissa, joissa ei kulje virtaa, magneettikentan taytyy olla pyorteeton.

Ampéren laki patee vain, kun V - J = 0 ja siis virta on stationaarinen. Tama on sopusoin-
nussa lain ylldolevan todistuksen yhteydessa tehdyn oletuksen kanssa, mutta on helppo
todeta ilman todistukseen palaamistakin. Roottorin ja divergenssin ominaisuuksien no-
jalla (yhtalo (19)) nimittain tiedetdan, etta yhtalon (177) vasemman puolen divergenssi on

nolla riippumatta magneettikentasta B:

V.- VxB=0 (179)
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Talloin vaistamatta palataan lahtdoletukseen V - J = 0.

Stationaarisen virran synnyttamaa magneettikenttda kutsutaan staattiseksi magneetti-
kentdksi. Toisin esitettynd, staattinen magneettikenttd on sellainen magneettikentta, jo-
ka toteuttaa Ampeéren lain. Koska kaytettavat termit vaihtelevat lahteesta ja kayttajasta
riippuen, korostuksen vuoksi toistetaan, etta tassa tarkoitetaan Ampéren lakia sellaisena

kuin se on yll4 esitetty yhtal6issa (177) ja (178).

Kuten Ampeéren laki esittda, staattinen magneettikentta ei ole kaikkialla pyorteeton, mi-
ka on ero staattiseen sahkokenttaan niahden. Staattisella sdhkokentalla on pyorre niissa

pisteissa, joissa kulkee virta, eli joissa J # 0.

Toisaalta staattista sahkokenttaa ja staattista magneettikenttaa kuvaavia kasitteita ja yh-

taloita voidaan nyt tiivistaa seuraavasti:

Varaus tai varausjakauma aiheuttaa staattisen sahkokentan levossa, mutta varaus voi ai-
heuttaa magneettikentan, myos staattisen, vain ollessaan liikkeessa. Toisaalta sahkokent-
ta ja magneettikenttd kohdistavat varaukseen Lorentzin voiman (4.3), jonka magneetti-

kentan aiheuttama osa on nollasta eroava vain sen kohdistuessa liikkuvaan varaukseen.

Coulombin laista johdettu sdhkokentan maaritelma (86) kuvaa paikallisesti sahkévarauk-
sen g aiheuttamaa sahkdkenttaa, ja siita johdettu Maxwellin | yhtalo, eli Gaussin laki sah-
kokentille (114) ja (111), kuvaa yleisemmin varausjakauman ja sen aiheuttaman staattisen
sdahkokentan suhdetta. On my6s todettu, ettd staattinen sahkokentta on pyorteeton (yh-

talo (89)).

Biot’n ja Savartin laki (156) kuvaa paikallisesti pienen vakiovirtaelementin Ids aiheutta-
maa magneettikentan osaa, ja siitd johdettu Ampéren laki kuvaa yleisemmin stationaa-
risen virran ja sen aiheuttaman staattisen magneettikentan suhdetta. Lisdksi Maxwellin
Il yhtal6 (164) ja (165), eli Gaussin laki magneettikentille, esittdd magneettikentan olevan

|3hteeton.
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Tietenkin Biot’'n ja Savartin lakia Coulombiin lakiin rinnastaessa tulee muistaa, etta pis-
tevarauksen ¢ voidaan katsoa olevan sellaisenaan olemassa ja tuottavan sahkékentan,
kun taas yksittdisen virtaelementin Ids ei voida ajatella olevan olemassa ilman etta se on
osa suljettua virtapiiria. Rinnastus voi hahmottua paremmin, jos tall6in ajattelee virtae-
lementin sijaan nopeudella v liikkkuvaa varausta g siten, etta /dl — ¢v (Jackson, 1999, s.

176).

Ei-stationaarisen virran (V - J # 0) yhteytta magneettikenttaan kasitellaan luvussa 5.1.
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5 Ajasta riippuvat sahko- ja magneettikentat

Aiemmin on tarkasteltu staattisia, ajasta riippumattomia sahko- ja magneettikenttia, joi-
den toiminta ei ole sidoksissa toisiinsa. Seuraavaksi kasitelldan dynaamisia eli ajan suh-
teen muuttuvia sahko- ja magneettikenttia. Toisin kuin staattiset kentat, dynaamiset sahko-
ja magneettikentat esiintyvat aina yhdessa. Siksi niiden yhteydessa kdytetaan myoés nimi-

tysta "sahkdmagneettiset kentat”.

5.1 Maxwellin IV yhtdlo: Ampére-Maxwellin laki, ja siirrosvirran tiheys

Tama luku perustuu ldhteeseen Griffiths, 2013, s. 334-335.

Palataan sahkoévirran jatkuvuusyhtaldon (143). Jos nyt varaustiheys p on riippuva paikan r

dp(r,t
lisdksi ajasta t, seuraa, ett3 plr;?)

# 0. Tall6in jatkuvuusyhtalén nojalla myos V- J # 0,

jolloin virta ei ole enaa stationaarinen.

Jos toisaalta otetaan Ampeéren laista (177) puolittain divergenssi, seuraa kaavan (19) no-
jalla, ettd V - (V x B) = 0, jolloin taytyy myos olla V - (poJ) = 0. N&in ollen Ampéren
laki ei pade silloin, kun magneettikentan aiheuttavan virta on ei-stationaarinen. Niinpa

jatkuvuusyhtalon nojalla seuraa:
dp

Vaikka varausjakauma p on nyt ajasta ¢ riippuva, Gaussin lakia sahkokentille (114) voidaan
soveltaa, jolloin:

- = €0v o (181)

Nain saadaan Maxwellin IV yhtalo eli Ampére-Maxwellin laki:

OE
VxB= ILLOJ + ﬂo&oa (182)
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Tama korjaustermi on kentdnmuutosvirran eli siirrosvirran tiheys EOE. Kentanmuutos-

virta ei nimestaan huolimatta ole sananmukaisesti virta, vaikka sen yksikkdé on ampeeri.

Stokesin lauseen (21) ja yhtalon (138) nojalla seuraa Maxwellin IV yht3l6n integraalimuo-

to:

/ B-dl = MOIenc + /L()EOQ ﬂ E-ndS (183)
os ot JJs

Tassa S on mielivaltainen suunnattu pinta ja 0S sen positiivisesti suunnattu reunakayra.

I.... on pinnan lapaiseva kokonaisvirta.

Maxwellin IV lain mukaan virta ja/tai ajasta riippuvan sahkdkentan muutos aiheuttavat

magneettikentan. Nyt siis myos magneettikenttd B on ajan suhteen muuttuva.

Korjaustermin eli kentinmuutosvirran tiheyden 605 kuvaama ilmié on esimerkiksi, kun
sahkoisessa piirissa oleva kondensaattori, joka varastoi energiaa sahkékenttaan, latautuu
tai purkautuu, jolloin B # 0. Talldin syntyy magneettikentt3, joka ei ole peraisin sahko-

virrasta eikd ndin Ampéren laki (177) selitd sen olemassaoloa.

Ylld kaytettiin sahkovirran jatkuvuusyhtilod (143) Ampére-Maxwellin lain johtamiseen,
ja toisaalta se on johdettavissa Maxwellin yhtaloista. Jatkuvuusyhtilo saadaan Ampére-
Maxwellin laista (182) ja Gaussin laista sdhkdkentille (114) seuraavasti (divergenssin ja ai-

kaderivaatan jarjestyksen vaihtaminen selitetdan siten, etta divergenssi ei riipu ajasta):

OE
V- (1od + “UEOE) —V.-VxB (184)
OE
. S 1
V- -J+¢eV o 0 (185)
0
V-Jteny (V-E)=0 (186)
v+ (187)

ot
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5.2 Sahkomotorinen voima ja Faradayn induktiolaki

Tama luku kasittelee sita, miten sdhkdmagneettiset kentat indusoivat silmukkaan sahko-

motorisen voiman.

5.2.1 Siahkdmotorinen voima

Luvussa 4.3 on kasitelty sahkokentan E ja magneettikentan B varaukseen ¢ kohdistamaa

Lorentzin voimaa F, joka maaritelldan yhtalolla:

F=q¢E+v xB) (188)

Tassa asiayhteydessa yhtalon suureet ovat my6s ajasta riippuvia, jolloin se voidaan esittaa
muodossa.

F(r(t),t) = q(E(r(t),t) + v(t) x B(r(t),t)) (189)

Kullakin ajanhetkella ¢ varaukseen g kohdistuva voima F riippuu siis ajasta ¢ ja varauksen
d

sijainnista r(t), sekd varauksen nopeudesta v(t) = ar(t). Maaritelldan nyt Lorentzin

voiman aiheuttama sahkémotorinen voima . Tama luku perustuu lahteisiin Purcell & Mo-

rin, 2013, s. 347 ja Griffits, 2013, s. 303-305.

Olkoon sahkémagneettisessa kentassa sijaitseva ohut silmukka C' ja yksikkdvaraus ¢, joka
kulkee kerran nopeudella v liikkkuvan silmukan ympari niin nopeasti, etta silmukan sijainti
ei olennaisesti ehdi muuttua. Talléin sihkdmotorisen voiman vaikutus maaritellaan voi-

man F tekemana tyona W suhteessa varaukseen ¢:

w1

5::§1§F-d1:§l§(E+va)-dl (190)
q q.Jc C
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Sahkémotorisen voiman yksikké on voltti, eika se nimestaan huolimatta ole voima. Koska
sahkdmotorinen voima maaritelldan integraalina suljetun silmukan vli, siitd ei itsessdan
voida puhua sdhkdisena potentiaalierona eli jannitteend, vaan se aiheuttaa piiriin poten-

tiaalieron. Sahkomotorisesta voimasta kaytetaan myos nimea lahdejannite.

Kun silmukka on johdinsilmukka, sahkémotorinen voima saa virran kulkemaan siin3, ja
virran suunta maaraytyy sdhkémotorisen voiman merkista. Sdhkémotorinen voima on
skalaari, mutta se voi olla positiivinen tai negatiivinen. Tulos riippuu siitd, miten yhtalon
(190) integroimiskayran, eli silmukan C, suunta on valittu. Integraalin arvo, eli sahkémo-
torinen voima, vaihtaa merkki3, jos integroidaan pitkin silmukkaa myotapaivaan (nega-
tiiviseen kiertosuuntaan) verrattuna siihen, jos integroidaan vastapaivaan (positiiviseen
kiertosuuntaan). Joka tapauksessa, kun sdhkémotorinen voima on maaritetty kdyrainteg-
raalina silmukan pituusalkion dl mukaisessa integrointisuunnassa, on sen aiheuttaman
virran suunta sama kuin integroimissuunta, jos ¢ > 0, ja painvastainen kuin integroimis-

suunta, jos € < 0.

Jos nimittdin ¢ > 0, on myds kaavan (190) nojalla sihkdmotorisen voiman aiheuttavan
voiman F positiiviseen varaukseen tekema tyo positiivinen. Tall6in kayraintegraalin (8)
madritelman mukaisesti kentta F tekee varaukseen ty6ta silmukan C' eli valitun integroi-
missuunnan suuntaisesti. Positiivisen varauksen kulkusuunta maaraa virran positiivisen
kulkusuunnan (ks. luku 4.1). Vastaavalla paattelylld seuraa, etta jos € < 0, on virran suun-

ta painvastainen kdyran C' suuntaan nidhden.

Kun sanotaan, ettd sahkdomotorinen voima aiheuttaa piiriin potentiaalieron eli jannitteen,
tata ei pida sekoittaa potentiaalieroon samassa merkityksessa kuin staattisten sahkékent-
tien yhteydessa. Jos ndin olisi, suljetun kayraintegraalin (190) arvo olisi 0. Tassa voi aja-
tella janniteldahteen ja johtimen muodostamaa piiria. Jannitelahteen tuottama sahkémo-
torinen voima, eli piirin Idhdejannite, aiheuttaa janniteldhteen plus- ja miinusnapojen
(pysyvien tai vuorottelevien) valisen potentiaalieron. Tama potentiaaliero saa virran kul-
kemaan johtimessa jannitelahteen plusnapaan kytketysta johtimen paasta miinusnapaan

kytkettyyn paahan.
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Yhtal6sta (190) voidaan erottaa sahkokentan E ja magneettikentin B indusoimat

sahkdémotoriset voimat:

5:§I§E-dl (191)
C

azﬁé(va)wﬂ (192)

Luvussa 4.3 todettiin, ettd magneettikenttd B ei tee ty6ta varaukseen. Heraa kysymys,
miten sdhkémotorinen voima voi indusoitua yhtalon (192) mukaisesti. Talloin tarvittava
energia on peraisin silmukan liikkeesta. Jos v = 0, ei sdhkdmotorista voimaakaan in-

dusoidu.

Edelleen, sahkokenttd E voi indusoida sahkomotorisen voiman (yhtilo (191)) vain, kun se
ei ole pyorteeton. Kuten aiemmin on todettu, pyorteettomalle eli staattiselle sahkoken-

talle 950 E - dl = 0 (ks. my6s "Stokesin lause” 2.2.13).

Jotkin lahteet (ks. esimerkiksi Hayt, 2012, s. 282) lisdavat suureen E,,,, jolle E,,, = vx B ja
joka madritellaan kasitteena "liikkkeen aiheuttama sdhkokentin voimakkuus” (eng. "mo-
tional electric field intensity”), korostaakseen yhteyttd sdhkémotorisen voiman indusoi-
tumiseen. Lisdksi sahkémotorinen voima voidaan nimeta eri tavoin riippuen sen syntyme-
kanismista: englanninkielisin termein yhtalon (192) mukainen, silmukan liikkeen aiheut-
tama sahkomotorinen voima on "motional emf”, ja yhtalon (191) sdhkékentan indusoima

sahkdmotorinen voima on "transformer emf”.

5.2.2 Faradayn induktiolaki

Tassa luvussa esitetdan Faradayn induktiolaki ja kolme sen syntymiseen vaikuttanutta ko-
keellista havaintoa siita, milla tavoilla sihkomotorinen voima voi indusoitua. N3ama ko-

keelliset havainnot ovat (Griffiths, 2013, s. 312):



87

1. Kokeessa 1johdinsilmukka liikkuu magneettikentan lapi. Tall6in silmukan lapaiseva
magneettivuo muuttuu, ja magneettiset voimat aiheuttavat silmukkaan sahkémo-

torisen voiman, joka johtavassa silmukassa saa virran kulkemaan.

2. Kokeessa 2 johdinsilmukka pysyy paikallaan, ja magneetin siirtaminen muuttaa mag-
neettikenttaa silmukkaan nidhden. Magneettiset voimat eivat vaikuta paikallaan ole-
viin varauksiin. Kuitenkin tassakin silmukkaan aiheutuu sdhkémotorinen voima, ja
silmukassa alkaa kulkea virta. Kentan, joka kohdistaa voiman levossa oleviin varauk-
siin, taytyy olla sahkokentta. Seuraa tarked johtopaitds: ajan suhteen muuttuva
magneettikenttad indusoi sdhkokentan. Ja koska tama sahkokenttd on pyorteinen,
se aiheuttaa umpinaiseen johdinsilmukkaan sahkémotorisen voiman yhtalon (191)

mukaisesti.

3. Edelleen, kokeessa 3 seka johdinsilmukka ettd magneetti pysyvat paikoillaan, mutta
magneettikentan voimakkuutta muutetaan, mikd on mahdollista, koska magneet-
ti on sahkémagneetti. Jalleen silmukassa alkaa kulkea virta. Tassakin siis magneet-
tikenttd muuttuu, olkoonkin ettd eri syysta kuin kokeessa 2, ja magneettikentan

muutos ajan suhteen indusoi sdhkokentan ja silmukkaan sahkémotorisen voiman.

Tallaisten havaintojen perusteella on maaritelty Faradayn induktiolaki:

ddg

E =

Faradayn induktiolaki ilmaisee, etta silmukan lapaisevian magneettivuon g muutos ajan

suhteen indusoi silmukkaan sahkomotorisen voiman ¢.

Vektorikentan vuon maaritelman (9) mukaisesti magneettivuo g on magneettivuon ti-

heyden B aiheuttama vuo lapi pinnan S, jonka yksikkénormaali on n:

dp ://B-ndS (194)
S
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Indusoituvan sahkdmotorisen voiman, ja nain ollen sdhkomotorisen voiman johdinsil-
mukkaan aiheuttaman virran, suunta riippuu siitd, onko magneettivuon derivaatan vas-
taluku kaavan oikealla puolella negatiivinen vai positiivinen. Sitd, miten vuon suunta sil-
mukan rajaaman pinnan lapi ja sshkdmotorisen voiman suunta silmukassa ovat sidoksis-
sa toisiinsa, kuvaa matemaattisesti suunnatun pinnan ja sen reunakayran yhteys, jota on

kasitelty luvussa 2.2.4.

Negatiivisen etumerkin merkitys induktiolain (193) oikealla puolella liittyy Lenzin lakiin.
Lenzin lain mukaan magneettikentdn muutoksen indusoiman sahkémotorisen voiman ai-
heuttama virta kulkee aina sellaiseen suuntaan, etta virran aiheuttama magneettikent-
ta vastustaa alkuperdistd magneettikentan muutosta. Tama merkitsee, ettd esimerkiksi
magneettikentassa lilkkkuvaan silmukkaan indusoituva sahkdmotorinen voima ei entises-
taan kiihdyta silmukan liiketta, vaan on sitd vastaan. Toisin sanoen systeemiin ei synny
energiaa tyhjasta. Jotta silmukka saadaan pidettya liikkeessa vakionopeudella, systeemin

ulkopuolelta taytyy tulla energiaa. (Purcell & Morin, 2013 s. 351-352.)

Mainittujen kokeellisten havaintojen mukaisesti sahkdmotorinen voima indusoituu joh-
dinsilmukkaan Faradayn induktiolakia (193) noudattaen riippumatta siita, pysyyko silmu-
kan sijainti vai magneettikenttd samana. Olennaista on, etta joka tapauksessa silmukkaan
vaikuttava magneettikenttd muuttuu ajan funktiona. Itse asiassa havainto, etta jokainen
naista kokeista tuotti vastaavan sahkémotorisen voiman, vaikutti suppean suhteellisuus-

teorian syntymiseen. (Griffiths, 2013, s. 314.)

Edella mainittuihin kokeellisiin havaintoihin, ja erityisesti kokeen 2 yhteydessa esitettyyn
johtopaatokseen magneettikentan ja sahkokentan yhteydesta, palataan luvussa 5.3. Ko-
keet havainnollistavat sitd, ettd ajasta riippuvat sahko- ja magneettikentat esiintyvat yh-

dessa.
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5.2.3 Liikkuvaan silmukkaan kohdistuva magneettikentta

Tassa luvussa kasitellaan erityisesti sahkdmotorisen voiman ¢ indusoitumista silmukkaan
tilanteessa, jossa silmukka liilkkuu magneettikentdssa B nopeudella v. Luku perustuu lah-

teeseen Purcell & Morin, 2013, s. 350-351.

Aiemmin on esitetty, miten talla tavalla maaritettyyn silmukkaan indusoituu sdhkémoto-
rinen voima yhtalon (192) mukaisesti, eli Lorentzin voiman magneettisen osan vaikutuk-
sesta. Sitten on esitetty yleisesti, etta silmukkaan, joka kokee magneettikentan muutok-
sen ajan suhteen (riippumatta siita, lilkkkuuko silmukka vai onko levossa), indusoituu sah-
komotorinen voima Faradayn induktiolain (193) mukaan. Taman luvun tarkoituksena on
liittad nama ilmiot toisiinsa matemaattisesti siten, etta rajoitutaan silmukkaan, jonka kat-
sotaan liikkkuvan magneettikentdssa B ja kokevan magneettikentan muutoksen ajan suh-
teen nimenomaan vain oman liikkeensa seurauksena. Niinpa tassa tarkoitetaan sahko-

motorisella voimalla "silmukan liikkkeen aiheuttamaa sahkdmotorista voimaa” (ks. 5.2.1).

Oletetaan, ettd magneettikentts B(r) pisteessd r € R? on vakio ajan ¢ suhteen, toisin

sanoen magneettikentta kiinnitetyssa koordinaatiston pisteessa pysyy vakiona.

Olkoon my&s silmukka C, joka liikkuu nopeudella v = v(¢) magneettikentédssa ajan ¢
funktiona. Talléin silmukkaan vaikuttaa magneettikentta B(r(¢)). Talldin yhtalon (194)
mukainen magneettivuo ®g lapi pinnan S, jonka positiivisesti suunnattu reunakayra C'

on, on myds ajasta riippuva, jolloin ®g(¢) on magneettivuo kullakin ajanhetkella ¢.

Maxwellin Il yht3lon (164) mukaisesti magneettikenttd B on ldhteetdn. Niinpa patee lu-
vussa 2.2.15 esitetty tulos, jonka mukaan lahteettéman kentan vuo riippuu vain valitun
pinnan reunakdayrasta siten, ettd vuo on sama jokaisen sellaisen pinnan lapi, joilla on yh-
teinen reunakayra. Jos kaksi tillaista pintaa yhdistetdan reunakdyrastdan umpinaiseksi
pinnaksi, taytyy divergenssilauseen (20) nojalla sen ldhteettéman vektorikentan vuon,

joka menee sisdan yhdesta naista pinnoista, tulla ulos toisesta.
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Ajanhetkella ¢ silmukka C' on suunnatun pinnan Ay, jonka lapaisee magneettivuo g (t),
positiivisesti suunnattu reunakayra. Toisaalta ajanhetkella ¢ silmukka on my6s toisen pin-
nan A, + dA positiivisesti suunnattu reunakayra. Tassa A, on se pinta, jonka hetkea dt
myShemmin lapaisee magneettivuo ¢ (t + dt) silmukan C liikuttua kohtaan, jossa se on
pinnan A, positiivisesti suunnattu reunakayra. d A on se pinta, joka jaa sellaisten kayrien

valiin, joita maarittavat silmukan C sijainnit ajanhetkilla ¢ ja t + dt.

Koska (' sijainnissaan ajanhetkella ¢ on positiivisesti suunnattu reunakayra seka pinnalle
A, ettd A, +dA, magneettikentan lahteettdmyyden nojalla seuraa, etta talléin magneet-

tikentan B vuo silmukan rajaaman pinnan lapi on:
@B(t):// B'ndS:// B -ndS (195)
A Ag+dA

Tassa n on siis pintojen A; ja A, + d A positiivisten puolten yksikkdnormaali. Silmukan C'

katsotaan reunakayriand maaraavan rajaamiensa pintojen suuntauksen (ks. 2.2.4).

Ajanhetkella ¢ + dt silmukan C' rajaaman pinnan A, positiivisen puolen yksikknormaali
osoittaa samaan suuntaan kuin hetkella ¢. Siten magneettikentan B vuo silmukan hetkell3

t + dt rajaaman pinnan lapi on:

(I)B(t+dt):// B-nds (196)
Az

Maiaritelldan yhtaloiden (195) ja (196) nojalla vuon muutos d®g ajassa dt, eli ajanhetkesta

t ajanhetkeen t + dt:

d0p = Oyt + dt) — Dp(t) (197)

://A B-ndS—//A  Bonds
://dAB~(—n)dS
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Tassa —n on toinen pinnan d A yksikkdnormaaleista. Merkitdan nyt n, := —n. Yl esite-

tyn nojalla taytyy vuon d®g olla kentan B vuo pinnan d A lapi:
ddg = // B nydS (198)
dA

Silmukka C kulkee ajassa dt matkan v dt. Lisaksi dl on silmukan differentiaalinen pituusal-
kio. Naiden vektorien ristitulon (v dt) x dl suunta on sama kuin pinnan dA yksikkoénor-
maalin ny. Tama ristitulo virittda suunnikkaan, jonka ala integroituna kdyran C' pituuden
suhteen antaisi pinnan dA alan. Nyt siis voidaan muuttaa yht3lon (198) pintaintegraali

suljetuksi kayraintegraaliksi pitkin kdyraa C'
d@B:// B-n2d8:§£B-(vdtxdl) (199)
dA c

Aika dt on integroinnin suhteen vakio, joten yhtalo (199) voidaan jakaa silla puolittain:

ddp

dt:ych.(vxdl) (200)

Skalaarikolmitulon (ks. 2.1.1) ominaisuuksien seka ristitulon antikommutatiivisuuden no-
jalla seuraa:

B (vxd)=dl-(Bxv)=—(vxB)d (201)

Nyt magneettikentassa B liikkuvaan silmukkaan C' kohdistuva, silmukan liikkeesta johtu-

va magneettivuon &g muutos ajan suhteen saadaan kayraintegraalina:

dPg

_dt:yéwx]a)-dl (202)
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N&in on todistettu, ettd yhtaloiden (192) (liikkeen aiheuttama sdhkomotorinen voima) ja
(193) (Faradayn induktiolaki) esitykset sihkdmotorisen voiman ¢ indusoitumiselle mag-

neettikentassa lilkkkuvaan silmukkaan ovat matemaattisesti yhtapitavia.

Kertauksena todetaan jalleen, etta tassa yhteydessa tarkoitetaan magneettikenttas, jon-
ka muutoksella ajan suhteen tarkoitetaan vain suhteellista muutosta, joka seuraa silmu-
kan liikkeesta. Luvussa 5.3.2 kasitelldan tilannetta, jossa magneettikenttd muuttuu ajan

suhteen myo6s kiinnitettyyn koordinaatiston pisteeseen nahden.

5.3 Maxwellin Il yhtilo: Faradayn laki

Tassa luvussa viitataan aiemmin luvussa 5.2.2 kasiteltyihin sdhkomotorisen voiman in-
dusoitumiseen liittyviin kokeellisiin havaintoihin, koska ne ovat vaikuttaneet olennaisesti

Maxwellin 11l yhtalon eli Faradayn lain syntyyn.

Kuten aiemmin on esitetty, pyorteinen sahkdkentta E indusoi silmukkaan C' sahkémoto-

risen voiman ¢:

gz&lgEdl (203)
C

Lisaksi tdhan mennessa on kasitelty Faradayn induktiolaki, joka esittaa, miten magneet-

tikentan B muutos ajan suhteen indusoi silmukkaan sahkékentan.

_dPg

w7 (204)

E =

Rajoitutaan toistaiseksi luvussa 5.2.2 esitettyjen kokeiden 2 ja 3 mukaiseen tilanteeseen,
jossa magneettikenttd B muuttuu ajan ¢ funktiossa suhteessa koordinaatiston kiinnitet-
tyyn pisteeseen, jolloin my6s magneettikentassa olevaan silmukkaan C' kohdistuu kentan
muutos ajan suhteen, vaikka silmukka pysyy levossa. On todettu, ettd magneettikentta ei

voi kohdistaa voimaa levossa oleviin varauksiin, vaan ainoastaan sahkokentta, ja etta ajan
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suhteen muuttuvan magneettikentan taytyy indusoida sahkokentta, jotta levossa olevaan

silmukkaan voi syntya sahkémotorinen voima.

Olkoon S pinta, jonka positiivisesti suunnattu reunakayra silmukka C' on. Edelleen, kun

silmukka ja sen sijainti eivat muutu ajan funktiona, niin:

_dPg

Toisaalta Stokesin (21) lauseen nojalla seuraa:
e=§l§E~d1://V><E-ndS
c s

Yhdistetidan (205) ja (206) oikeat puolet:

//VxE-ndS:—//aB-ndS

Koska S on mielivaltainen, taytyy olla:

0B
E=_——
V x oy

d 0B
B __~ I B. —_ [ Z=.
7 dt//S ndS //s T ndS

(205)

(206)

(207)

(208)

Yht3l6 (208) on Maxwellin 11l yht3l6 eli Faradayn laki differentiaalimuodossaan. Sen mu-

kaan ajan suhteen muuttuva magneettikenttd indusoi pyorteisen sahkokentan. Negatii-

vinen etumerkki yhtalon oikealla puolella liittyy Lenzin lakiin vastaavasti kuin Faradayn

induktiolaissa (ks. luku 5.2.2).

Stokesin lauseen (21) nojalla, kun S on mielivaltainen suunnattu pinta, n sen yksikkénor-

maalija I pinnan lapaiseva kokonaisvirta, seuraa Maxwellin 11l yhtal6 integraalimuodossa:
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%E-dlz—d//B-ndS (209)
s dt JJs

Kun nyt on kasitelty seka Faradayn induktiolakia etta Faradayn lakia eli Maxwellin lll yhta-
163, seuraa huomautuksia termien kaytosta. Griffithsin mukaan Faradayn induktiolakia eli
yhtal6a (193) ei tulisi kutsua Faradayn laiksi, koska tama voisi haivyttaa erot tavoissa, joil-
la sshkdmotorinen voima voi indusoitua, ja etta tilannetta, jossa sahkémotorisen voiman
indusoituminen silmukkaan johtuu nimenomaan silmukan liikkeestd magneettikentassa,

ei tulisi pitaa ilmentymana Faradayn lain toiminnasta (Griffiths, 2013, s. 314).

Vaikka kaytettavassa terminologiassa esiintyy vaihtelua, on syyta osata erottaa Faradayn
induktiolain (193), ja Maxwell-Faradayn yhtalon eli Maxwellin 11l yht3lon, jota myos kut-
sutaan Faradayn laiksi (esim. Adams & Essex, 2018, s. 949), yhtalot (208) ja (209), merki-

tykset toisistaan. Seuraavassa on joitakin perusteluja tahan.

Kokeen 1 mukaisessa tilanteessa, jossa magneettikenttd B vaikuttaa siind nopeudella v
liilkkuvaan silmukkaan C ja aiheuttaa siihen sihkémotorisen voiman, tdman sdhkémoto-
risen voiman ¢ tuottaa Lorentzin voiman magneettisen osan vaikutus silmukassa oleviin

varauksiin jo aiemmin mainitun yhtalon mukaisesti:

€—¢VXB~CZ1 (210)
c

Muistetaan, etta tassa magneettikentta ei itsessdan muutu kiinnitettyyn koordinaatiston
pisteeseen ndhden, vaan olennaista on suhteellinen muutos silmukkaan nahden silmukan

liilkkeesta johtuen. Lorentzin voimaa on kasitelty luvussa 4.3.

Kokeiden 2 ja 3 mukaisissa tilanteissa ajan funktiona muuttuva magneettikentta vaikuttaa
paikallaan olevaan silmukkaan siten, ettd magneettikentan muutos indusoi sdhkékentan,

joka tuottaa silmukkaan sahkémotorisen voiman.
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Kuten todettu, sahkdmotorisen voiman silmukkaan tuottamisen kannalta ei ole oleellis-
ta, liilkkuuko silmukka magneettikenttdan ndhden vai muuttuuko magneettikentta jossa

silmukka on levossa.

Faradayn induktiolaki (193) kuvaa siis edelleen sdhkémotorisen voiman indusoitumista
silmukkaan sen seurauksena, etta silmukkaan vaikuttava magneettikenttd muuttuu ajan

funktiona, eikd ota kantaa siihen, milla edelld kuvatuista tavoista tima muutos tapahtuu.

Maxwellin Il yht3lo (208) ja (209) puolestaan kuvaa sita, miten muuttuva magneettikent-
ta indusoi sahkokentan, kun magneettivuon muutos silmukkaan ndhden ajan funktiona
tapahtuu silmukan pysyessa levossa. Kuten edelld on todettu, sihkobmotorisen voiman
tuottaminen levossa olevaan silmukkaan on mahdollista nimenomaan siahkokentille, ja
nain yhtalo siis kuvaa mekanismin sdhkdmotorisen voiman indusoitumisen taustalla, ei

niinkdan sahkdmotorisen voiman indusoitumista itsessaan.

Ennen kaikkea Maxwellin Ill yhtalo siis esittda ajan suhteen muuttuvan magneettiken-
tan ja sahkokentan valisen yhteyden, vaikka sen integraalimuodon (209) kumpikin puoli

antaakin indusoituvan sahkdmotorisen voiman.

Yhtilon differentiaalimuoto (208) esittda magneettikentan ja sen muutoksen indusoi-
man sdahkokentan valisen yhteyden yksittdisessa silmukan rajaaman pinnan pisteessa. Jo-
kaisessa silmukan rajaaman pinnan pisteess3, jossa magneettivuon tiheys muuttuu ajan
funktiona, indusoituu pyorteinen, magneettivuon tiheysvektorin ymparilla pyoriva sah-
kokentta. Magneettivuon tiheyden aikaderivaatan suuruus ilmaisee sdhkdkentan pyorin-

nan maara, ja aikaderivaatan suunta pyoérinnan suunnan.

Stokesin lause (21) luo yhteyden Maxwellin Il yhtdlon differentiaali- ja integraalimuotojen
valille. Se ilmaisee, ettd silmukan rajaamalla pinnalla tapahtuvat sahkékentan pyorinnat
yhteenlaskemalla, eli integroimalla pyérintéjen maara ko. pinnan yli, saadaan sahkoken-

tan tekema tyo kerran silmukan ympari kuljettaessa.
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5.3.1 Laskuesimerkki: Magneettikentdn indusoima sdahkokentta

Havainnollistetaan Maxwellin 11l yhtal6a (208) ja Lenzin lakia (luku 5.2.2) yksinkertaisella

laskuesimerkill3.

Madrita tasaisen, vain ajasta riippuvan magneettikentan B(t), jonka kenttaviivat tayttavat
p-sateisen kiekon ja osoittavat ylospain, kiekkoa rajaavalle silmukalle C'indusoima sahko-
kenttad E. Silmukkaa ei tassa vaiheessa tarvitse olettaa fysikaaliseksi objektiksi. (Griffiths,

2013, s. 317.)

Kiekon yksikkonormaaliksi valitaan €., jolloin sen positiivisesti suunnattu (vastapaivaan
kulkeva) reunakayra C' on vektorin &€, suuntainen. Nyt E = Fé, taiE = E(—&,), joissa
E = ||E||. Merkitaan ratkaisun yksinkertaistamiseksi ensin, ettd sahkokentén suunnas-
ta riippumatta E = E'€, siten, ettd F voi olla myds negatiivinen. Talléin Maxwellin 1lI

yhtalén (209) vasemmasta puolesta seuraa:

27
55 E.-dl= / Eé, - pdypé, = 2rpE (21)
c 0

Maxwellin 11l yhtalon oikeasta puolesta seuraa, kun silmukka C' rajaa pinnan S:
—d//B-ndS = —d// Bé,-&,dS = —d// Bdzxdy = —7rp2iB (212)
dt JJg dt JJg dt Jf p2py2< 2 dt

Vasenta ja oikeaa puolta vertaamalla ratkaistaan E:

E=-S—B (213)

E=FEé, = —-—Bs, (214)
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kun magneettivuon tiheys vahenee ajan funktiona, ja toisaalta

E=FE(-8,) =22 B(-8,) (215)

kun magneettivuon tiheys kasvaa.

Oletetaan nyt, etta silmukka on johdinsilmukka, jolloin siind alkaa magneettikentan muu-
toksen johdosta kulkea sahkokentan E indusoiman sdhkdmotorisen voiman suuntainen

virta I.

Yhtalon (214) mukaisesti magneettikentan heikkenemisen aiheuttama virta kulkee silmu-
kassa vastapadivaan, koska yhtaloa (211) vastaavan laskutavan mukaisesti ¢ = 27pFE), jossa
E > 0. Koska £ on madritetty integroimalla vastapaivaan pitkin kdyrda C' (pituusalkio
dl = pdpé,), ja koska ndin saatu sdhkdmotorinen voima ¢ > 0, tdma kertoo, etta sahko-
motorisen voiman aiheuttama potentiaaliero saa virran kulkemaan niin ikdan vastapai-
vaan (luku 5.2.1). Lenzin lain mukaisesti syntyy alkuperaista magneettikenttda vahvistava
magneettikentta, koska oikean kdden s3aannon (luku 4.5) mukaisesti virran kulkiessa sil-
mukassa vastapaivaan osoittaa sen aiheuttaman magneettikentan z-akselin suuntainen
komponentti silmukan sisalla ylospain. Oikean kdden saanndn kdyttaminen tarkoittaa tas-
sa sita, ettd jos peukalo olisi silmukalla ja osoittaisi virran kulkusuuntaan, osoittaisivat sil-
mukan ympari kiertyneet muut sormet virran aiheuttaman magneettikentan kenttaviivo-

jen kiertosuunnan.

Toisaalta yhtalén (215) mukaisessa tilanteessa magneettikentan vahvistumisen aiheutta-
ma virta kulkee silmukassa my6tapaivaan. Talléin nimittain, koska sahkdmotorinen voima
madritetaan edelleen yhtal64 (211) vastaavalla tavalla integroiden silmukkaa pitkin vasta-
paivaan ja koska sahkdmotorinen voima ¢ = 2mp(—FE) ja siten negatiivinen, sen aiheut-
taman virran suunta on integrointisuuntaan niahden painvastainen. Tall6in jalleen Lenzin
lain mukaisesti virta aiheuttaa magneettikentan, jonka z-akselin suuntainen komponent-
ti osoittaa silmukan sisalla alaspain ja ndin on alkuperdisen magneettikentdn muutosta

vastaan.
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5.3.2 Maxwellin lll yhtidl6 magneettikent&ssa liikkuvalle silmukalle

Taman osion tarkoitus on tdydentaa luvussa 5.3 esitettya Maxwellin Il yht3lon johtamista,
jossa tehtiin oletus silmukan pysymisesta vakiona ajan suhteen. Se perustuu ensisijaisesti

|3hteeseen Thidé, 2011, s. 12-14.

Olkoon silmukka C, joka liikkuu ajasta t riippuvassa magneettikentiassa B ajan funktiona.
Nyt silmukkaan vaikuttava magneettikentta riippuu ajasta ja ajan funktiona muuttuvasta

paikastar = r(t) = (x(t),y(t), z(t)). Olkoon myds pinta S, jonka reunakayra C' on.

Edelleen yhtaldiden (203) ja (193) mukaisesti silmukkaan indusoituu sahkémotorinen voi-

ma ¢ = ¢(t) seuraavasti:

e:ygEsmU-dl:—M:—d//B-ndS (216)
g dt at J/

Tassa E,,,,, on sahkokenttd, joka vaikuttaa silmukkaan koordinaatistossa, jossa silmukan
katsotaan olevan levossa. Samassa koordinaatistossa silmukkaan vaikuttava magneetti-
kenttd on B = B(t,r(t)), ja siksi sen derivaatalle ajan suhteen on kaytettava liitteessa 6

johdettua derivointisaantda (268), joka nyt saa muodon:

dB OB

= =5 +(v-V)B (217)

d
jossa nopeus v on paikan r(¢) muutos ajan suhteen: v = v(t) = d—z Lisaksi
— (2,2 9y
C\ox’ Oy’ Ox/”

Ketjusaant6a (217) kayttaen yhtalosta (216) seuraa:

d 0B
5——dt//SB-ndS——//Sat-ndS—//S(V-V)B-ndS (218)
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Otetaan puolittain divergenssi Maxwellin Ill yhtal6sta differentiaalimuodossa (208):

V«VXE_—viS (219)

Koska yhtalon (219) vasen puoli on nolla riippumatta ajasta ¢, ja koska B katsotaan ajan
suhteen muuttuvaksi, taytyy ajan t arvoista riippumatta olla V-B = 0. Nain ollen Maxwel-

lin Il yht3lo (164) pitaa paikkansa myds ajan suhteen muuttuvien kenttien tapauksessa.

Kaytetaan liitteen 5 vektorianalyysin identiteettia (e), joka kentille v ja B nayttaa talta:

VxBxv)=(V-v) B+ (v-V) B-(V-B)v—(B:-V)v (220)

Maxwellin Il yhtdlon (164) ja sen, ettd nopeus v riippuu vain ajasta ¢, nojalla yhtal6 (220)
yksinkertaistuu muotoon:

(v-V) B=V x (B xv) (221)
Nyt yht3loista (216), (218) ja (221) seuraa:
€= &lg E, . -dl = —d//B-ndS: —// aB-ndS—//V><(B><V)~nal5' (222)

Kaytetaan Stokesin lausetta kahteen kertaan:

¢ smu / — -ndS — %(B X V) dl (223)
C C

%mmvva /Ims (224)

/Vx smv — VX B)-ndS =— / -ndS (225)
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Koska pinta .S on mielivaltainen, seuraa:

VX (Egny —vxB)=—— (226)

Muistetaan edelleen, etta tassa E,,,, on sdhkomotorisen voiman liikkuvaan silmukkaan
indusoiva sahkokenttd koordinaatistossa, joka liikkuu silmukan mukana eli jossa silmukka

on levossa. Toisaalta kiinnitetyssa koordinaatistossa havaitaan sahkokentta E siten, etta:

E=E;,—vxB (227)

Nimittain, nopeudella v (kiinnitetyssa koordinaatistossa) likkkuvaan pistevaraukseen q ai-

heutuu Lorentzin voima F':

F = ¢Ezn, = q(E+v x B) (228)

Yhtal6 (228) esittda varaukseen vaikuttavan Lorentzin voiman sekd nakokulmasta, jossa
varauksen katsotaan pysyvan levossa, ettd nakékulmasta jossa varauksen katsotaan liik-

kuvan kiinnitetyssa koordinaatistossa, ja tama perustelee yhtalon (227).

Nyt yhtaloista (226) ja (227) seuraa Maxwellin 11l yhtilo (208), siten ettad kyseisessa yh-
talossa E ja B ovat kuten ne havaitaan kiinnitetyssa koordinaatistossa (paikka r ei riipu
ajasta t). Seuraa johtopaatds: Maxwellin Ill yhtal6 on voimassa myds magneettikentissa

liikkuvalle silmukalle.

Tahan liittyy aiempi huomautus, ettd Maxwellin 11l yhtal6 ei itsessdan kuvaa sdhkémotori-
sen voiman indusoitumista, vaan ajan suhteen muuttuvan magneettikentan ja sahkoken-
tan valista yhteytta. Nimittdin, tassakaan ei vaitetd, ettad yhtalon kuvaama ilmio selittaisi

yksin sahkémotorisen voiman indusoitumisen ylla mainittuun silmukkaan.
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Sahkémotorisen voiman indusoituminen silmukkaan on tassa seurausta myos Lorentzin

voiman magneettikentan aiheuttamasta osasta.

Siis: koordinaatistossa, jossa silmukka C' liikkuu nopeudella v, silmukkaan indusoituu

sahkdémotorinen voima ¢:

5:§I§(E+VXB)-dl:§I§E-dl+§£(v><B-)dl (229)
C C C

siten, ettd sahkokenttd E riippuu kunakin ajanhetkena silmukan lapaisevan magneetti-

kentdan B muutoksesta Maxwellin 11l yhtalon (208) mukaisesti.

Yhteenvetona: muistetaan, ettad sahkémotorisen voiman, joka indusoituu silmukkaan sil-
mukan liikkeesta magneettikentassa, saa aikaan magneettikentin aiheuttaman Lorentzin

voiman vaikutus yht3lon (210) mukaisesti.

Lisaksi todettiin, ettd kentan, joka indusoi levossa olevaan silmukkaan sahkémotorisen
voiman, taytyy olla sdhkokentta, ja Maxwellin 11l yhtal6 (208) ja (209) osoittaa sahkoken-

tan ja ajan suhteen muuttuvan magneettikentan valisen yhteyden.

Tassa yhtalo (229) kuvaa ilmi6ta, jossa sahkémotorinen voima indusoituu kummallakin
ndista tavoista, kun silmukka liikkuu magneettikentassa, ja kun lisdksi magneettikentta

muuttuu ajan suhteen koordinaatistossa, joka ei liiku silmukan mukana.
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6 Johtopaitokset

Taman diplomityon tavoite oli kasitelld kenttateorian ja matematiikan yhteytta ja havain-
nollistaa sitd, miten matematiikan ymmartaminen voi edistda kenttateorian oppimista.
Tyon perusteella yhteys kenttateorian ja matematiikan valilla on ilmeinen, koska sen toi-
sessa luvussa esitetyt matematiikan kasitteet kulkivat perustellusti mukana koko tyon

kenttiteoriaa esittelevan osion tukien sen sisaltoa.

Jotta voidaan kommentoida erityisesti kysymysta matematiikan osaamisen merkitykses-
ta kenttateorian oppimiselle, on ensin palattava johdannossa esitettyyn tyon rajaukseen.
Sahko- ja magneettikenttien kayttaytymista selittava teoria on valtavan laaja, minka vuok-
si tyéhon valikoitiin vain tietyt kenttateorian kasitteet. Kenttateoriasta kiinnostunut lukija
onkin mahdollisesti jaanyt kaipaamaan joitakin peruskasitteita, jotka aihepiiriin tutustut-
taessa tulevat yleensa nopeasti vastaan. Aiheen rajauksen ei kuitenkaan voida katsoa ku-
moavan tyon tavoitteita, vaan tukevan niita. Tyon kenttiteoriaa selittava osuus keskittyi
[ahinnd Maxwellin yht3loihin, Lorentzin voimaan ja ndihin suorassa yhteydessa oleviin pe-
ruskasitteisiin, ja jo ndiden, osittain kevytkin, kasittely riitti luomaan tarpeen ottaa kayt-
t6On useita matemaattisia kasitteita, jotka tydn alkuosassa esiteltiin. Lisaksi on muistetta-
va, ettd tydssa tehtiin oletuksia lukijalla olevista matemaattisista taustatiedoista koskien
erityisesti lineaarialgebraa seka differentiaali- ja integraalilaskentaa, myos usean muut-
tujan suhteen. Selvasti matematiikan osaaminen on oleellista kenttateorian oppimiselle.
Osaamisella ei tassa tarkoiteta kykya mekaanisesti suorittaa vaaditut matematiikanopin-

not, vaan kyvylla ymmartaa opetetun sisdllén merkitys ja soveltaa sita.

Jos nyt jossakin asiayhteydessa ei ole tarkoitus syventya kenttateoriaan yleisesti, vaan
hyodyntaa sita tai siitd johdettuja tuloksia yksittdiseen tarkasti rajattuun kdytannon so-
vellukseen, saattaa joissakin tapauksissa riittaa, etta kaytossa on tietyt perustulokset. Li-
saksi kdaytannon sovelluksissa yleisesti taytyy voida ottaa huomioon erilaisten materiaa-
lien ja rakenteiden vaikutukset, jotka tassa tyossa sivuutettiin. Muutenkaan ty6ta ei tehty

tukemaan vaitetta, etta jokaisen siina tai muualla kasitellyn todistuksen ymmartaminen
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olisi valttamatonta kenttateorian kdyttamisen kannalta. Todistusten esittamisen tavoit-
teena oli havainnollistaa kenttateorian kasitteiden valisia yhteyksia seka korostaa mate-

matiikan roolia kenttateorian selittajana.

Tassa asiayhteydessa riittavan matematiikan osaamisen tarkoitetaan sisaltavan seka pit-
kalta ajalta keratyt pohjatiedot ja hyvan laskurutiinin, etta kenttateoriassa suoranaisesti
sovellettavan vektorianalyysin osaamisen. Tama osaaminen paitsi yksinkertaistaa kentta-
teorian ongelmien analysointia laskemalla ja simuloimalla, auttaa my6s ymmartamaan,
minka tyyppisia ilmioita kenttateoriaa kuvaavien yhtaloiden takana on. Jos ymmartaa jon-
kin matemaattisen kasitteen yleisesti, sen hahmottaa myds silloin, kun se mainitaan so-
velluksen yhteydessa. Jos taas tallaista ymmarrysta ei ole, joutuu jokaisen kenttateorian
ilmion ja sen luonteen opettelemaan taysin uutena asiana. Kenttateorian kasitteet ikdan
kuin vain ilmaantuvat jostakin, ja niiden seka niiden valisten yhteyksien ja erojen hahmot-
taminen on vaikeaa, koska niitd kuvaava matematiikka ei avaudu oppijalle. Esimerkiksi
Maxwellin yhtalot ovat ndennaisesti kompakteja, mutta sisaltavat runsaasti informaatio-

ta, mita tassa tyossa jossain maarin kasiteltiin.

Ihmiset luonnollisesti oppivat eri tavoilla, ja henkilosta ja vaadittavasta oppimistasosta
riippuen joillekin saattaa riittaa, ettd on kokoelma kaavoja ja esimerkkeja kaytettavana.
Esimerkkijohtoisessa oppimisessa vain saattaa kdyda niin, etta osaa ratkaista jonkin yksit-
taisen ongelman, mutta ei soveltaa saamaansa informaatiota toiseen vastaavaan ongel-
maan. Uuden aihealueen oppiminen on tietenkin luontevaa aloittaa kayttaen esimerkke-
ja, ja toisaalta sahkon ja magnetismin luonteiden oppiminenkin yleensa aloitetaan kent-
tateorian yleisemmista tuloksista johdettuja erikoistapauksia kuvaavilla kaavoilla. Nyt kui-
tenkin tassa tyossa erdana oheistavoitteena oli rohkaista siihen, etta ei liian pitkdan opin-
tojen edetessa etsittiisi helppoja ratkaisuja kuvitellen, ettd se aina parantaa oppimista,
vaan hyvaksyttaisiin, ettd voi ensin tuntua vaikealta syventya kenttdteoriaan ja siina tar-
vittavaan matematiikkaan, ja huomattaisiin oppimisesta tulevan palkitsevampaa ja koko-
naisvaltaisempaa verrattuna siihen, etta yritetaan tehda jokaisesta valivaiheesta heti ym-
marrettava. Matematiikan oppimista ja kdytt6a voisi verrata vieraan kielen opiskeluun:

siihen pitaa tottua ja sita pitaa uskaltaa kayttaa, vaikka ensin kokisi epdonnistuvansa.
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Tyossa kaytetty lahdemateriaali valikoitui kenttateoriaa kasittelevien kirjojen osalta sattu-
manvaraisesti. Kirjoitusprosessi itsessaan lisasi kunnioitusta ja arvostusta ndiden teosten
kirjoittajien ty6ta kohtaan. Kuten ylla mainittiin, aihealue on erittain laaja. Lisaksi tallaisia
teoksia tarvitaan seka selittamaan sahko- ja magneettikenttien kayttaytymista teoreetti-
sesta nakokulmasta etta kdytannon sovelluksiin. Teosten vertailu kesken&an olisi vaikeaa,
koska niita on kirjoitettu erilaisille kohderyhmille ja erilaisiin tarpeisiin. Todennakdisesti
nama kirjat olisivat viela paljon laajempia kuin ovat, jos niiden kirjoittajat olisivat esitta-
neet kaiken osaamisensa ja jokaisen mahdollisen perustelun ja todistuksen jokaiselle esi-
tetylle tulokselle. Jotakin on aina jatettava pois, ja tassa tyossa piti jattaa erittain paljon
informaatiota pois. Tydssa tehtiin pintapuolinen katsaus vektorianalyysiin ja kenttateo-
riaan siina toivossa, ettd se pieneltad osin voisi toimia jonkinlaisena siltana paitsi ndiden

aihealueiden valilla, my6s kannustuksena niihin tutustumiseen.



105

Lihdeluettelo

Adams, R. & Essex, C. (2018). Calculus: A Complete Course. 9th Edition. Pearson Canada

Inc.

Edminister, J. (1993). Schaum’s Outline of Theory and Problems of Electromagnetics. 2nd

Edition. The McGraw-Hill Companies, Inc.

Griffiths, D. (2013). Introduction to Electrodynamics. 4th Edition. Pearson Education, Inc.

Hayt, W. & Buck, J. (2012). Engineering Electromagnetics. 8th Edition. The McGraw-Hill

Companies, Inc.

Jackson, J. (1999). Classical Electrodynamics. 3rd Edition. John Wiley & Sons, Inc.

Moisio, M. (2025). Usean muuttujan analyysi [luentomoniste]. Vaasan yliopisto.

Purcell, E. & Morin, D. (2013). Electricity and Magnetism. 3rd Edition. Cambridge

University Press.

Thidé, B. (2011). Electromagnetic Field Theory. 2nd Edition. Swedish Institute of Space

Physics, Uppsala.

Young, H. & Freedman, R. (2020). University Physics with Modern Physics. 15th Edition.

Pearson.



106

Liitteet

Liite 1. Ketjusaannot

Liitteessa esitetaan derivointisaantoja yhdistetylle vektorifunktiolle perustuen |dhteeseen

Adams & Essex, 2018, s. 718.

Kun funktiolla g = (g1, go, ..., g») ON osittaisderivaatta D, g pisteessd x € R* ja funktio
f, jonka maarittelyjoukko on funktion g arvojoukko, on differentioituva pisteessa g(x),
niin yhdistetylla funktiolla (f o g)(x) on pisteessa x osittaisderivaatta muuttujan x; suh-

teen:

Dy (fog)x)=Vf(gx))- D,g(x) (230)

Auki kirjoitettuna ketjusaantoé (230) voidaan esittda seuraavasti:

0 af 0 af 0 af gy
f_f91+f92 +f9

v, 091 0n | 00w, T By 0 (231

Edelleen, kun funktiolla g(x) on osittaisderivaatat jokaisen muuttujansa suhteen pistees-

sa x, funktion (f o g)(x) kokonaisderivaatta pisteessa x on:

D(fog)(x) =Vf(g(x)) - Dgx) (232)

jossa Dg(x) onn x k -kokoinen Jacobin matriisi, jonka sarakkeet ovat funktion g(x) kaik-
ki osittaisderivaatat (ja rivit funktion g(x) komponenttifunktioiden gradientit). Funktion

(f o g)(x) kokonaisderivaatta on k alkiota sisaltava vektori.
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Olkoon funktio f = (f1, fa, ..., fin), jonka komponenttifunktiot on maéritelty samoin kuin
edelld funktio f, ja funktio g on kuten edella. Talléin yhdistetylla funktiolla (f o g)(x) on

pisteessa x kokonaisderivaatta:

D(f o g)(x) = Df(g(x))Dg(x) (233)

Tassa Df(g(x)) on m x n -kokoinen Jacobin matriisi riveindan funktion f komponent-
tifunktioiden gradientit ja sarakkeinaan funktion f osittaisderivaatat jokaisen funktion g

komponenttifunktion suhteen. Dg(x) on kuten ylla kaavan (232) yhteydessa.

D(fog)(x) onm x k -kokoinen Jacobin matriisi, jonka sarakkeet ovat yhdistetyn funktion
(f o g)(x) kaikki osittaisderivaatat jokaisen muuttujan 1, xs...x suhteen. Niinp3, jos

tarvitaan vain jokin naista osittaisderivaatoista, riittda seuraava kaava:

Dy, (f o g)(x) = Df(g(x)) Dz, 8(x) (234)

jossa D, g(x) tulee esittaa pystyvektorina, jotta tulo on maaritelty.

Kaavan (234) kayttamista vastaa ketjusdannon | (230) kayttadminen jokaiselle funktion f
komponenttifunktiolle siten, ettd komponenttifunktioiden osittaisderivaatat muuttujan

x,; suhteen kootaan (pysty)vektoriksi.



108

Liite 2. Koordinaattijarjestelmien muuttujien vilisia riippuvuuksia

Sylinterikoordinaatiston muuttujien p, ¢ ja z seka karteesisen koordinaatiston muuttujien

x, y ja z valisia riippuvuuksia, kun (z,y, z) = (pcos ¢, psin g, z), ovat:

z Y )

Jjasing == = ——— (235)
T T ey

x
CoSp = — =

PN

Pallokoordinaatiston muuttujien r, 6 ja ¢ seka karteesisen koordinaatiston muuttujien z,

y ja z valisia riippuvuuksia, kun (x,y, z) = (rsin @ cos @, r sin 0 sin @, r cos ), ovat:

) T x . . Y Y
sinfcosp = — = ,ja sinfsingp = = = 236
90 r /x2_’_y2+22 J 90 r /l’2+y2+22 ( )
x . . Yy
cosp = 7—1‘24—@/2’]3 sinp = 7—x2+y2 (237)
Vo ) Vo )
sinf = Y7 Ty Tty ,ja cosf =~ = : (238)
r Vaz +y? + 22 r Naz+y?+ 22

Jos sylinteri- tai pallokoordinaatiston origo ei ole asetettu xyz-koordinaatiston origoon,
vaan yleisemmin pisteeseen (g, yo, 20), Ylla oleviin kaavoihin tehdaan sijoitukset: = —
r— Xo, Yy — Y — Yo, ja z — 2z — zp. Talléin nimittdin muuttujienvaihdossa sylinteri-
koordinaatteihin (x,y, z) = (pcos + g, psin ¢ + yo, 2 + 20), ja muuttujienvaihdossa

pallokoordinaatteihin (x,y, z) = (rsin 6 cos ¢ + xg, 7 sindsin ¢ + yo, r cos O + zp).

Sylinterikoordinaatiston lokaalin kannan vektorit ovat:

&, =cospi+singj (239)
&, = —sinpi+cosyj (240)

e, =k (241)
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Pallokoordinaatiston lokaalin kannan vektorit ovat:

€. =sinfcospi+sinfsingj+ cosfk (242)
&y =cosfcosypi—+cosfsinpj—sinfk (243)
8, = —singi+cosyj (244)

Myds lokaalien kantojen vektorien komponenttifunktioita koskee aiempi huomautus ti-
lanteesta, jossa sylinteri- tai pallokoordinaatiston origo sijaitsee muualla kuin karteesisen

koordinaatiston origossa.

Sylinterikoordinaatiston lokaalin kannan vektorien osittaisderivaatat muuttujien p, ¢ ja z

suhteen ovat:

%ep = 0, %ep = eso, aep =0 (245)
%e@ = 0, %ew = —ep, &e(p =0 (246)
0 0 0

Je.=0 26, =0 To, = 247
apez 0, &pez 0, 9z 0 (247)

Pallokoordinaatiston lokaalin kannan vektorien osittaisderivaatat muuttujien r, 6 ja ¢

suhteen ovat:

0 . o, . 0
~ & — _

o 0, %er &y, %ér =sinf &, (248)
aaég = O, 880@9 = —ér, aaspég = COSdgéw (249)
0 0 0

Eé@ =0, %éw =0, %éw = —gsinf &, — cosb & (250)
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Liite 3. Tasaisen ddrettoman tasovarausjakauman aiheuttama sahkoken-

tan voimakkuus

Sahkokentan voimakkuus E tasaisen pintavaraustiheydesta o riippuvan tasovarausjakau-

man aiheuttamana, todistus ilman Gaussin lakia. (Edminister, 1993, s. 23-24.)

Asetetaan dareton tasainen tasovaraus tasolle z = (. Tasovarauksen varausalkion d() =
odxdy, jonka sijainti on (zg, yo,0), pisteeseen P = (x,y, z) aiheuttama sahkokentén

differentiaalinen alkio dE on:

_ dQ (r—zo)i+ (y —yo)j + 2k
dreg || (z — zo)i+ (y — yo)j + 2k|?

dE (251)

_odrdy  (x—x0)i+ (y —yo)j + 2k
dmey ((x — x0)? + (y — yo)? + 22)3/2

Pisteeseen P kohdistuva tasovarauksen aiheuttama sahkokenttd E saadaan integroimal-
la ylldolevaa yhtal6a tason z = 0 yli. Tatd ennen tehddan muuttujienvaihto r sylinte-
rikoordinaatistoon, jonka origo sijaitsee pisteessa (x, 4o, 0). Tdssd muuttujienvaihdossa
siis (z,y,2) = r(p, p,2) = (pcosp + zg, psin g + Yo, 2), jolloin ||r, X r,| = p ja siten

dxdy = pdpde. Lisaksi ¢ € [0, 27],ja p € [0, 0.

Nyt tasovarauksen aiheuttama sahkokentta pisteessa PP on:

2 R

) opdpd . .

E = ]%gn / / 47T€0(22 j_ 202)3/2 (pcos i+ psin pj + zk) (252)
*Jo 0

Sahkokentan voimakkuuden E kantavektorien i ja j suuntaiset komponentit saavat arvon

0, koska muuttujan ¢ suhteen 27-jaksollisia funktioita integroidaan jakson mittaisen valin

yli.



M

Tassa siis kenttaviivojen radiaaliset, koordinaateista x ja y riippuvat komponentit kumoa-
vat toisensa. Jokaista sahkokentin elementtii dE kohti nimittain on vastakkainen dE niin,
ettd kun ensin mainitun aiheuttaa tasovarauksen pisteessa (x, y, 0) sijaitseva varausele-

mentti, jalkimmaisen aiheuttaa pisteessa (—x, —y, 0) sijaiseva varauselementti.

Edelleen seuraa:

2t R —opz
E= K 253
Rg]go ‘@:0‘,0:0 47T50\/W ( )

I —0z —0z K
= lim —

R—oo \ 2e0V R%2 4 22 250/ 02 4 22
o

260

Siis: tasovarauksen o, joka sijaitsee tasolla z = 0, aiheuttama sahkokentan voimakkuus
g g
alueessaz > 0onE = Q—k. Alueeseen z < 0 aiheutuu sdhkdkenttd E = 2—(—k).
€0 €0
Vektorit k ja —k ovat tason z = 0 yksikkdnormaalivektorit. Yleisesti siis tasolla, jonka

yksikkdnormaali on n, sijaitseva tasovaraus aiheuttaa sahkékentan voimakkuuden:

E- 20 (254)
260

jossa n on kyseisen varausjakauman sisaltdvan tason yksikkénormaali sen kummallakin

puolen. Kuten tuloksesta nahdaan, kentan voimakkuus ei riipu valitusta pisteesta.
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Liite 4. Pistemaisen ldhteen aiheuttaman vektorikentan divergenssi

Liite perustuu ldhteeseen Griffiths, 2013, s. 45-50.

Olkoon vektorifunktio v(r) € R3, jossar = (x,y, z) jarg = (%o, Yo, 20), 7 = ||

&, on ry-keskisen pallokoordinaatiston lokaalin kannan vektori:

r—ry 1.
_ = 8, 255
v(r) TR (255)

Maaritetaan vektorikentdn v(r) divergenssi kaikissa pisteissa r # r, kayttaen kaavaa (81):

V-v(r#ry) = 18(

r2 Or

r —) —0 (256)

r2

Lasketaan sitten kentan v(r) vuo ®, lapi origokeskisen (origon siis sijaitessa pisteessa ry)

R-sateisen pallon pinnan S:
P # ds #16, &, dsS /Qﬂfwle'eded 4 (257)
v = V-n = —&, - &, = — in =4r
RQ 0 0 R2 S b

Nyt divergenssilauseen (20) ja yhtalon (257) nojalla, kun V on pinnan S rajaama ry—keskinen

/// V.-vdV =4r (258)
1%

Yhtal6ita (256) ja (258) vertaamalla nahdaan, etta vektorikentélla v(r) on oltava lahde ori-

pallo, seuraa:

gossa eli pisteessa ry, ja vain tassa pisteessa. Divergenssilla V - v on siis oltava integroin-

timassa, joka sijaitsee vain pisteessa rq, ja integrointimassan suuruus on 4. Niinpa:

/// dV =4rm, kunryg e V (259)
Hl‘ - lfoH3
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/// |r—r0||5 dV =0,kunry €V (260)

Divergenssilauseen nojalla tulos patee pallon lisaksi my6s yleisemmille pinnoille. Tama
voidaan perustella siten, ettad pallo ymparéidaan jollakin mielivaltaisella pinnalla siten,
etta vektorikentan v Iahde V - v on pallon sisalla. Nyt, koska koska kentan vuo pallopin-
nan lapi sisdanpain on —4m, ja koska toisaalta mielivaltaisen pinnan ja pallopinnan vali-
sessa tilavuudessa ei ole lahteita ja siten divergenssilauseen nojalla kokonaisvuo tdman
tilavuuden ymparoivan pinnan lapi on 0, on vuo tallin mielivaltaisesta pinnasta ulospain

0 — (—4m) = 4w ja siis sama kuin pallopinnasta ulospain.

Koska vektorikentan lahde on yksittdisessa pisteessa, ja silti silla on darellinen integroin-

timassa, divergenssi V - v esitetdan distribuutiona:

r —1Ip

\ =475 (v — 1) = 4md(x — 10)6(y — Y0)d (2 — 20) (261)

[ r = ro[?

jossa d-distribuutiolla 6(¢) on seuraavat ominaisuudet:

o(t) =0,kunt # 0
(262)

[ 6(t) f(t) dt = f(0) kaikille pisteessa t = O sileille funktioille f(t)

Siis, d-distribuutiolla §(¢) on integrointimassa, jonka suuruus on 1 ja joka sijaitsee koko-

naan pisteessa t = 0.
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Liite 5. Taulukko vektorikenttien differentiaalioperaattorien identiteeteis-

ta

Riittavan monta kertaa derivoituville skalaarifunktioille ¢ ja ¢ ja vektorifunktioille F ja G

patevit seuraavat tulokset (Adams & Essex, 2018, s. 923.):

(a) V(o) = oV + Ve

(b) V- (¢F) = (Vo) F+ (V- F)

(¢) Vx (¢F) = (Vo) xF 4+ ¢(V x F)

d) V- FxG)=(VxF)-G-F-(VxG)

f) VIF-G)=Fx (VxG)+Gx (VxF)+(F-V) G+ (G-V)F
(g - (V x F) = 0 (roottorin divergenssi on nolla)

(h) V x (V¢) = 0 (gradientin roottori on nollavektori)

)
)
)
)
() Vx (FxG)=(V-G)F+(G-V)F - (V-F)G - (F-V)G
)
)V
)
(i) V

x (VxF)=V(V-F) - V2F

Tassa V2 on Laplacen operaattori vektoreille, ja (F - V)G = (Fl—
xXr
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Liite 6. Materiaaliderivaatta

Tassa esitetdaan kokonaisderivaatan johtaminen funktiolle, joka on riippuvainen ajasta ja

ajan suhteen muuttuvasta paikasta, ja joka derivoidaan ajan suhteen:

Olkoon ajan t ja ajasta ¢ riippuvan sijainnin r(t) suhteen muuttuva, derivoituva funktio f

siten, etta

ftx()) = [t x(t), y(t), 2(1)) (263)

dr(t
1;2 ) (t) = v (81 + va()j + vs(8) (264)
Tallin ketjusdannon (230) nojalla:
d _Of  ofde ofdy  0fd: 265)
dt Ot Oxdt Oydt 0zdt
_of dr
= TV w
of

Sovelletaan tulosta vektorikentan f(¢,r(t)) = fi(t,r(t))i + fo(t,r(t))j + f3(t, r(t))k,

jossa f1, f2 ja f3 ovat kuten ylla maaritelty funktio f, jokaiselle komponenttifunktiolle:
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dt _df  dfz  dfs
dt — dt ' dt ' dt (266)
_oh Ofs fs
=5 TV Vfi+ 5 TV Vfa+ 2 TV Vs
_Ofh [ Ofr Ofs  (Of Of Ofs Ofi 9fs Ofs Of 9fs Ofs
Sttt G e 0x)+v2(8y’ oy’ 8y>+v3(8z’ 5 9:)
ot of  of | of
“at " Mor TPy T Pas
of B ) )
E—F(Ul%ﬁ-’l@@ +U3$)f
of
=S+ (v V)E (267)

Nain siis saadaan vektorifunktiolle f(r(t), ) kokonaisderivaatta ajan suhteen:

it of

priin + (v-V)f (268)

. of . . e e e
Tassa termi a5 kuvaa funktion f muutosta ajan suhteen lokaalisti siten, ettd sijaintia r(t)

pidetaan vakiona ajan suhteen, ja termi (v - V)f kuvaa funktion muutosta ajan mukana

muuttuvan paikan suhteen.
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